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ÉLÉMENTS 

DE STATIQUE 



AVERTISSEMENT. 



Celte dixième édition de la Statique est entièrement 
conforme à l'édition précédente. Mais celle-ci avait reçu 
trois additions notables, qu'il est bon de rappeler dans 
cet Avertissement. 

La première est formée de quelques alinéa qu'on a 
joints à Farticle 68 de la Composition générale des forces. 
On y démontre, en passant, la position et les propriétés 
de cet axe central où se fait la réduction la plus simple 
de toutes les forces du système : théorèmes faciles qui 
achèvent naturellement cet article général, et complè- 
tent ainsi le chapitre des Principes, où Ton peut dire que 
tout le fond de notre théorie se trouve aujourd'hui ren- 
fermé. 

La seconde addition consiste dans la Note II, relative 
au Mémoire sur V Équilibre et le Mouvement des Systèmes, 
Elle a pour objet la démonstration approfondie d'un 
point important de doctrine, qui n'était présenté, dans 
le Mémoire, que comme un corollairfe tiré d'un raison- 
nement assez délicat, et sur lequel il pouvait rester dans 
l'esprit quelque nuage. 

La troisième, enfin, est une addition considérable que 
plusieurs personnes nous ont prié de faire à cet Ouvrage. 
C'est une analyse de notre Théorie nouvelle de la Rotation 
des Corps : analyse rapide, il est vrai, dégagée de calculs 

a 
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et de démonstrations de détail, mais où la chaîne des 
idées et des raisonnements se fait partout sentir, et qui, 
par cela même, est également propre à intéresser et à 
instruire de jeunes géomètres, en exerçarit leur esprit sur 
une des questions les plus célèbres et les plus difficiles 
de la Dynamique. 
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ÉLÉMENTS 

DE STATIQUE. 

PRÉLIMINAIRE, 
i. 

1 . L*idée que nous avons des corps est telle, que nous ne 
supposons pas qu'ils aient besoin de mouvement pour exister. 
Ainsi , quoiqu'il n'y ait peut-être pas dans l'univers une seule 
molécule qui jouisse d'un repos absolu, même dans un temps 
limité très-court, nous n'en concevons pas moins clairement 
qu'un corps peut exister en repos. 

Mais si ce corps est une fois en repos, il y demeurera tou- 
jours, à moins qu'une cause étrangère ne vienne l'en tirer^ car, 
comme le mouvement ne peut avoir lieu que dans une certaine 
direction , il n'y aura pas de raison pour que le corps se meuve 
d'un côté plutôt que de tout autre; et, par conséquent, il ne 
se mouvra point. Donc, si un corps en repos vient à se mou- 
voir, on peut être assuré que ce n'est qu'en vertu d'une cause 
étrangère qui agit sur lui. Cette cause, quelle qu elle soit, qui 
ne nous est connue que par ses effets, nous l'appelons force ou 
puissance, 

La force est donc une cause quelconque de mouvement, 

IL 

2. Sans connaître la force en elle-même, nous concevons 
encore très-clairement qu'elle agit suivant une certaine direc- 
tion , et avec une certaine intensité. 

Nous acquérons presque en naissant l'idée de la direction 
de la force et de son intensité. Le sentiment de la pesanteur 
qui nous sollicite toujours du même côté, la vue d'un corps 

I 
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qui tombe oii qui reste suspendu au bout d'un fil, la différence 
des poids que la main éprouve , et une foule d'autres phéno- 
mènes aussi simples, nous donnent une idée de la direction et 
de Tinlensité de la force, aussi incontestable que celle de notre 
existence. 

Ainsi, nous regarderons comme évident que toute force agit 
au point où elle est appliquée, suivant une certaine direction et 
avec une certaine intensité. 

m. 

3. Maintenant , si nous représentons les directions des forces 
par -des lignes droites, et leuris intensités par des longueurs 
proportionnelles prises sur ces lignes, ou par des nombres, il 
est clair que les forces pourront être soumises au calcul comme 
toutes les autres grandeurs; et de là résulte ce problème géné- 
ral, dont la solution est l'objet de la Mécanique : 

Un corps ou système quelconque de corps étant sollicité par de 
certaines forces données, trouver le mouvement que ce corps pren- 
dra dans r espace» 

Et réciproquement : Quelles doivent être les relations des forces 
qui iXgissent sur un système, pour que ce système prenne dans F es- 
pace un mouvement donné? ce qui est, au fond , la même ques- 
tion que la précédente, 

4. Pour résoudre ce problème général , on commence par 
résoudre ce cas particulier où Ton demanderait quelles doivent 
être les relations des forces, pour que le système auquel elles 
sont appliquées prenne un mouvement égal à zéro, c'est-à-dire 
demeure en équilibre. Ce problème une fois résolu , il est très- 
facile d'y ramener l'autre; et voilà pourquoi on commence 
ordinairement Tétude de la Mécanique par celle de la Statique, 
qu'on définit la science de réquilibre des forces. 

L'autre partie de la Mécanique traite ensuite de toutes les 
questions qui se rapportent au mouvement des corps; elle s'ap- 
pelle Dynamique, ou science du mouvement. Mais nous ne 
iious occuperons ici que dç la science de l'équilibre. 
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IV. 

5. Remarquez d'abord que dans la Statique proprement 
dite il n'est pas nécessaire de connaître reflet actuel des forces 
sur la matière, c'est-à-dire les divers mouvements qu'elles sont 
capables de lui imprimer, eu égard à leurs intensités et à leurs 
directions ; mais qull suffit de considérer les forces comme de 
simples grandeurs homogènes, et par conséquent comparables, 
et d'assigner les rapports qui doivent exister entre elles pour 
qu'elles se détruisent mutuellement. Lorsque l'on passe de la 
théorie de l'équilibre à celle du mouvement, il faut de nou- 
veaux principes sur l'évaluation des forces; car, ne calculant 
plus alors que leurs effets, il faut savoir les y rapporter : esti- 
mer, par exemple, si une force double pioduit sur le même 
corps une vitesse double, ou si la même force, appliquée à un 
corps de masse double, produit une vitesse deux fois moin- 
dre, etc. Mais ici , quelle que soit l'action des forces sur les 
corps , que les forces soient proportionnelles ou non à leurs 
effets sensibles, les vérités que nous allons exposer n'en sub- 
sisteront pas moins, parce que ces vérités résultent de la seule 
présence actuelle de plusieurs forces qui n'obtiennent aucun 
effet, maïs qui se détruisent avec évidence : de sorte que l'état 
d'équilibre des corps reste comme un moment singulier de 
l'état de mouvement, où la mesure des forces par leurs eflfets, 
et leurs effets mêmes ont disparu. 

6. Rigoureusement parlant, un corps en équilibré est dans 
le même état que s'il était en repos ; car l'effet des forces étant 
anéanti pour toujours, ou s'anéantissant à chaque instant si 
les forces sont sans cesse renaissantes, tout corps en équilibre 
est actuellement capable de se mouvoir en vertu d'une certaine 
force donnée, absolument comme il se serait mû en vertu de la 
même force, s'il eût été en repos. Cependant on peut distin- 
guer l'équilibre d'avec le repos, en ce que, dans le second cas^ 
le corps n'est sollicité par aucune force, au lieu que, dans 
l'autre, il est sollicité par des forces qui s'entre-détruisent. 

I. 
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Cette distinction 9 qui est uUIe dans l'état rigoureux des 
choses, devient sensible dans les équilibres que la nature nous 
offre : presque aucun corps n'est exactement en équilibre 5 et 
lorsqu'il nous paraît dans cette situation , il existe néanmoins 
entre les forces qui le sollicitent une lutte perpétuelle qui le 
fait osciller infiniment peu, et le ramène continuellement à 
une position unique qu'il abandonne toujours. Mais, dan&.la 
solution mathématique des problèmes, on doit regarder un corps 
en équilibre comme s'il était en repos; et réciproquement y si un 
corps est en repos, ou sollicité par des forces quelconques, on peut 
lui supposer appliquées telles nouvelles forces qu'on voudra, qui 
soient en équilibre d^ elles-mêmes, et F état du corps ne sera point 
changé* 

On verra bientôt de nombreuses applications de cette re-r 
marque. 

V. 

7, Ces notions préliminaires étant posées, voyons comment 
on peut procéder à la recherche des conditions de l'équilibre 
pour un système quelconque de corps, de figure invariable, 
sollicité par des forces quelconques P, Q, R, S, etc., appli- 
quées en des points donnés a, 6, c, d, etc., du système. 

On supposera d^abord que tous les corps sont sans pesan- 
teur, c'est-à-dire tels qu'ils seraient s'ils existaient seuls dans 
l'espace 5 de sorte qu'il n'y aura plus à considérer que les efforts 
des seules forces appliquées P, Q, R, S, etc., qui devront se 
contre-bâlancer mutuellement dans le cas de réquilibrc. 

Ensuite il est facile de voir qu'il suflSra de trouver les con- 
ditions de l'équilibre pour le simple système des points d'ap- 
plication a, 5, c, (/, etc., regardés comme un assemblage de 
joints liés entre eux d'une manière invariable. 

En effet, si l'on désigne par a', 6', (/, d\ etc., les mêmes 
points a, &, c, d,t;tc., du système, mais considérés seulement 
comme des points unis par des lignes droites, rigides et inex- 
tensibles^ et si l'on suppose que les forces P, Q, R, S, etc., 
icb maintiennent en équilibre, il est évident que les mêmes 
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forcés P, Q, R, S, etc. , maintiendront aussi le système en 
équilibre. Car on pourrait imaginer que le système a été placé 
sur les points a', [/, (/, d', etc., de manière que les points a, 6, 
(?, dj etc., coïncident actuellement avec eux. Le système étant 
laissé en repos dans cette situation , l'équilibre des points a', y, 
c/, d', etc., ne sera point troublé. Mais il est clair que l'équi- 
libre subsisterait encore, si, au lieu de supposer les points «• 
et a', b et V^ cet (/, etc. , coïncidents, on les supposait unis d'une 
manière invincible, de sorte que a ne pût se séparer de a', 6 
de y, c de c\ et ainsi des autres 5 d'où jl résulte que les condi- 
tions ^e l'équilibre entre des forces P, Q , R , S, etc. , appliquées 
à nn système quelconque de corps, sont les mêmes conditions 
qui auraient lieu entre les mêmes forces P, Q, R, S, etc., ap- 
pliquées au simple système des points d'application 0,6, c, 
d, etc., Kés entre eux d'une manière invariable. 

Ainsi , lorsque l'on cbercbera les relations de certaines forces 
qui se,font équilibre autour d'un système quelconque solide, 
on pourra faire abstraction de tous les corps du système, et 
supposer qu'il ne reste plus que les points d'application a , 6, 
c, d, etc., qu'on imaginera liés entre eux de manière à ne pou- 
voir changer leurs distances mutuelles. 

D'après ces considérations, on dégage du problème et le 
poids et le volume des corps, et la question devient plus simple. 

Par la suite, nous rendrons aux corps leur pesanteur, et nous 
aurons égard à leurs poids respectifs, comme à de nouvelles 
forces qu'il faudrait combiner avec les autres pour avoir l'équi- 
libre. Nous pourrons, de cette manière, appliquer les résultats 
de la Statique à l'équilibre des corps naturels, qui sont tous 
pesants. 

M. 

8. Maintenant, puisqu'il ne reste plus qu'à considérer dans 
l'équilibre des forces que trois choses, savoir : leurs intensités, 
leurs directions et leurs points d'application, il est visible que 
les conditions de l'équilibre ne sont autre chose que les relations 
mutuelles qui doivent exister entre ces trois choses, pour que 
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l'équilibre ait lieu daus le système. Or on peut déjà compren- 
dre, et l'on verra bientôt que ces relations peuvent être expri- 
mées par des équations où Ton ferait entrer immédiatement les 
intensités des forces, leurs directions, au moyen des iingles 
qu'elles forment avec des droites fixes dans l'espace, et leurs 
points d'application , au moyen des coordonnées qui en déter- 
minent les positions- respectives. 

C'est ainsi qu'on peut se faire une idée du problème de la 
Statique, et se mettre au fait de Tétat de la question. 

Mais on pourra observer que, dans tout ce que nous venons 
de dire, il ne s'agit que d'un corps libre dans Tespace, tandis 
que l'on conçoit bien qu'un corps pourrait être assujetti à de 
certaines conditions, comme, par exemple, de tourner autour 
d'un point ou d^uD axe fixe, de s'appuyer constamment sur une 
surface impénétrable, etc. Mais on verra par la suite que les 
résistances qu'un corps éprouve à cause des conditions étran- 
gères qui l'assujettirent, peuvent toujours être remplacées par 
des forces convenables, et qu'après cette substitution de forces 
à la place des résistances, le corps peut être regardé comme 
libre dans l'espace : ainsi il était inutile de compliquer au 
commencement la question. 

VU. 

9. Pour découvrir actuellement la route qui peut nous 
conduire aux conditions dé l'équilibre, représentons-nous un 
corps ou système tenu en équilibre par des forces quelconques 
P, Q, R, S, etc., dirigées comme on voudra dans l'espace. 

Puisque toutes ces forces se font équilibre, on voit que 
l'une quelconque d'entre elles, la force P par exemple, s'op-» 
pose seule à l'action de toutes les autres Q, R, S, etc. 5 d'où il 
paraît que l'effet de ces dernières est de solliciter le système 
absolument comme une simple force égale et contraire à la 
force P. 

C'est, en effet, ce qui a lieu, et ce qu'on peut portera la 
dernière évidence au moyen de la remarque précédente (6), et 
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de cet axiome 9 que deux forces égales et opposées se font né- 
cessairement équilibre (i2). 

Car supposons que l'on applique au système une force P' 
parfaitement égale et contraire à la force P. Les forces Ç et P' 
étant en équilibre, leur effet est nul de lui-mèïne, et Ton peut 
regarder le corps comme n'étant plus soimiis qu'à Faction des 
forces Q, R, S, etc. Mais, d'un autre côté, la force P faisant 
équilibre aux forces Q, R, S, etc., leur effet est aussi nul de 
lui-même, et Ton peut regayier le corps comme n'étant plus 
soumis qu'à l'action de la simple force P'. L'état du corps est 
donc identiquement le même, soit qu'on le suppose sollicité 
par les forces Q, R, S, etc. , soit qu'on le suppose sollicité par la 
seule forceP égale et contraire à celle qui leur ferait équilibre. 

Donc , puisqu'il peut arriver qu'une seule force soit capable 
de produire sur un corps le même effet que plusieurs, et en 
tienne parfaitement lieu, notre premier soin doit être de cliér- 
cber à réduire les forces appliquées au plus petit nombre pos- 
sible, et d'observer surtout la loi de cette réduction. Alors les 
conditions de l'équilibre entre toutes les forces se ramèneront 
aux conditions de l'équilibre entre ces forces finales équiva- 
lentes aux premières , et deviendront plus faciles à exprimer. 

^ 10. Cette force, qui est capable de produire sur un coi'ps le 
même effet que plusieurs autres forces combinées, et qui peut 
à elle seule en tenir parfaitement lieu, se nomme leur résul- 
tante. D'où Ton voit, en rappelant ce qui a été dit plus haut, 
que si plusieurs forces se font actuellement équilibre sur un corps, 
Tune quelconque d* entre elles est ég^le et directement opposée à la 
résultante de toutes les autres. 

Les autres forces, à l'égard de la résultante, se nomment les 
composantes, La loi d'après laquelle on trouve la résultante de 
plusieurs forces se nomme la composition des forces. La même 
loi (mais prise dans Tordre inverse), d'après laquelle on sub- 
stitue à une seule plusieurs forces capables du même effet; ou 
dont la première serait la résultante, se nomme la décomposi- 
tion des forces. 
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Nous allons donc commencer par ces deux recherches, qui, 
au fond , n'en forment qu'une seule, celle de la loi qui lie la 
résultante à ses composantes. 

H. Souvent, pour abréger le discours, nous appellerons 
forces parallèles, des forces dont les directions sont parallèles; 
forces concourantes, des forces dont les directions concou- 
rent, etc. 

Nous désignerons ordinairement les forces par les lettres P, 
Q,.R, S, etc., placées sur les lignes qui représentent leurs 
directions; et si une lettre, telle que A, indique le point d'ap- 
plication d'une force, telle que P par exemple, nous suppose- 
rons toujours que l'action de cette force a lieu de A vers la 
lettré P, ou que la force tire de A en P. 

Si, pour représenter la quantité de cette force, on prend, 
sur sa direction , et à partir du point A , une certaine ligne ter- 
minée AB, on supposera de même que cette ligne est portée du 
côté où le point d'application A tend à se mouvoir. Ainsi , 
quand on dira simpleI^ent d'ime force, qu'elle est représentée 
en grandeur et en direction par une certaine ligne terminée 
qui part du point d'application, il faudra sous-entendre que la 
force tire ce point vers l'extrémité de la ligne qui la représente. 

On pourrait adopter l'hypothèse contraire, c'èst-à-dire sup- 
poser que la force représentée par la ligne AB pousse le point 
d'application A pour l'éloigner de l'extrémité B de la ligne qui 
la représente : car il ne s'agit ici que d'une simple convention 
dont on est le maître, et l'on peut faire indifféremment l'une 
ou l'autre. Mais une fois qu'elle est faite, il faut avoir soin de 
s*y conformer dans la figure , pour toutes les forces que l'on 
considère, afin de donner à chacune d'elles le sens qu'elle doit 
avoir, et à l'énoncé du théorème toute son exactitude. 
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CHAPITRE PREMIER. 

DES PRINCIPES. 



SECTION PREMIÈRE. 

COMPOSITION ET DÉCOMPOSITIOZÏ DES FOBCES. 



Axiomes, lemmes préliminaires , etc. 

12. Il est évident que deux forces égales et contraires appli-- 
quées à un même point sont en équilibre. 

Il est encore évident que deux forces égales et contraires ap^ 
pliquées aux extrémités d'une droite considérée comme une verge 
invariable de longueur, et agissantes dans la direction de cette 
droite, sont en équilibre^ car il n'y a pas de raison pour que le 
mouvement naisse d'un côté plutôt que de l'autre, comme dans 
le premier axiome. 

Corollaire. 

13. Il est facile de conclure de là que l'effet d'une force qui 
sollicite un corps ne peut être changé en quelque point de sa 
direction qu'on, la suppose appliquée, pourvu que ce point soit 
un des points du corps lui-même, ou, s'il est au dehors, qu'il 
lui soit invariablement attaché. 

Car, soit une force quelconque P (fig. i) appliquée au point 
A d'un corps ou système quelconque : si l'on prend, siu* la 
direction de cette force, un autre point B invariablement lié au 
système, de manière que la longueur AB reste toujours con- 
stante, et si Ton applique au point B deux forces P, — P' égales 
entre elles et A la force P, et agissantes dans la direction de AB, 
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le point A sera encore sollicité de la même manière qu'aupa- 
ravant; car l'effet des deux forces P et — P' est nul de lui- 
même. Maïs en considérant la force P et son égale et contraire 
— P appliquée en B, il est manifeste que leur effet est aussi 
nul. On peut donc les supprimer, et il ne reste plus queJa force 
P, qui n'est autre chose que la force P, mais appliquée au 
point B de sa direction 5 et le point A n'a pas cessé d'être solli- 
cité de la même manière. 

On peut donc appliquer une force en un point quelconque de sa 
direction, pourvu que ce point soit lié au premier point d'applica- 
tion par une ligne droite rigide et inextensible. 

Remarque. 

Lorsque nous changerons ainsi les points d'application des 
forces, nous ne répéterons pas toujours que Ton doit supposer 
les nouveaux points invariablement attachés aux premiers, 
mais il faudra toujours le sous-entendre. 

Lemme. 

14. Lorsque deux forces P et Q [fig. 2) sont appliquées à un 
même point A sous un angle quelconque, on conçoit bien qu'une 
troisième force R, appliquée convenablement au point A, pour- 
rait faire équilibre aux deux forces P et Q*, car, en vertu des 
effets combinés des deux forces P et Q, le point A tend à quit- 
ter le lieu où il est : or il ne peut s'échapper que d'un seul 
côté, et, par conséquent, si l'on applique une force convenable 
en sens contraire, ce point demeurera en équilibre. 

Les trois forces P, Q, R étant en équilibre autour du point 
A, la force R est égale et directement opposée à la résultante 
des deux autres (10) : donc deux forces P et Q qui concourent 
ont une résultante. 

En second lieu, il est visible que cette résultante doit être 
dans le plan de leurs directions AP, AQ (fig. 3) 5 car il n'y a 
pas de raison pour qu'elle ait au-dessus du plan une certaine 
position, plutôt que la position parfaitement symétrique au- 
dessous. 
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De plus, elle doit être dirigée dans l'angle PAQ des deux 
forces ; car il est clair que le point A ne peut se mouvoir dans 
la partie du plan qui est au-dessus de la ligne AQ , vers D; de 
même, il ne peut se mouvoir au-dessus de la ligne AP, vers B^ 
et, par conséquent, il ne pourra se mouvoir que dans Fangle 
PAQ ; et la résultante R devra être dirigée dans Tintérieur de 
cet angle. 

Remarque, 

15. Il n'y a qu'un seul cas où Ton puisse voir à priori 
quelle sera la direction de la résultante : c'est celui où les deux 
forces P et Q sont égales. Alors il est clair que la résultante 
divise en deux également l'angle qu'elles forment entre elles; 
car il n*y a pas de raison pour que cette résultante fasse avec 
Tune des composantes un angle plus petit qu*avec l'autre. 

Axiome fondamental. 

i6. Lorsque les deux forces P et Q agissent dans la même direc- 
tion et dans le même sens, il est visible, et Von doit accorder comme 
un axiome, que ces forces s'ajoutent et donnent une résultante 
égale à leur somme P + Q. 

Remarque, 

Cet axiome est le fondement de toute la science de l'équi- 
libre. On peut le regarder, si l'on veut, comme une espèce de 
définition ou de demande, qu'il ne faut pas essayer de démon- 
trer; car elle est comprise dans l'idée même de la force con- 
sidérée comme grandeur, c'est-à-dire comme susceptible d'être 
augmentée ou diminuée. Et, en effet, quelle idée pourrait-on 
se faire, par exemple, d'une force double ou triple d'une autre, 
si l'on ne regardait celte force comme la réunion actuelle 
de deux ou de trois forces égales qui tirent à la fois le même 
point dans le même sens? C'est ce qui a été nalurelleraent sous- 
entendu dans tout ce qui précède. Au reste , ce postulatum est 
le seul que la science exige ; après quoi tous les théorèmes de 
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la Statique rationnelle ne sont plus, au Ibud, que des théorèmes 
de Géométrie. 

Corollaire, 

17. De Taxiome qui précède on peut conclure (en combi- 
nant successivement les forces deux à deux) que là résultante 
de tant de forces que l'on voudra , qui agissent dans une même 
direction et dans le même sens , est égale à leur somme totale, 
et agit dans la même direction ; 

Que lorsque deux forces inégales P et Q agissent en sens 
contraires dans une même direction , leur résultante est égale 
à la différence P — Q des forces, et quelle agit dans le sens 
de la plus grande 5 car on peut concevoir dans la plus grande, 
que je suppose P par exemple, une force égale et contraire a 
Q, et qui la détruit. On peut supprimer ces deux forces-là, 
et le point est actuellement tiré par la différenceP — Q des 
deux forces P et Q. 

D'où Ton voit qu'en général, la résultante de tant de forces 
que Von voudra, agissantes dans la même direction, est égale à 
r excès de la somme de celles qui tirent dans un sens, sur la somme 
de celles qui tirent dans le sens contraire, et qu'elle agit dans le 
sens de la plus grande somme. 

Remarque. 

18. Telles sont quelques-unes des propositions les plus élé- 
mentaires, dont on découvre la vérité à priori, et presque à la 
première inspection. Le cas le plus simple de la composition 
des forces, et en même temps celui où Ion connaît tout d'un 
coup la résultante, est évidemment Je cas des forces qui agis- 
sent dans une même direction. Nous allons donc commencer 
la composition des forces par celles qui s'y ramènent immédia- 
tement. 
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Composition des forces qui agissent suivant des 
directions parallèles. 

Théorème I. 

19. Si deux forces quelconques 1? et Q (fig. 4), parallèles et 
de même sens, sont appliquées aux extrémités A et B d'une droite 
rigi(le AB^ je dis : 

1^ Que. ces deux forces ont une résultante, et que cette résuU 
tante doit être appliquée à la ligne AB entre les deux points A 
etB\ 

7? Que celte force est parallèle aux composantes T? et Q^ et 
égale à leur somme. 

i^ Appliquez à volonté aux deux points, A et B deux forces 
MetN égales et contraires, et qui agissent dans la direx;lion 
AB. l.'eiTet de ces deux forces sera nul, et, par conséquent, 
Teffel des deux forces P et Q ne sera pas changé : mais les deux 
forces M et P appliquées en A ont une résultante S appliquée 
au point A, et dirigée dans l'angle MAP (14?). De même, les 
deux forces N et Q ont une résultante T, appliquée en B et diri- 
gée dans l'angle NBQ. Concevez qu'on ait pris ces deux résul- 
tantes, et qu'on les ait appli([uées toutes deux au point D où 
leurs directions vont nécessairement se couper 5 la résultante des 
deux forces S et T sera absolument la même que celle des deux 
forces P et Q : or, étant appliquée en D, et devant être dirigée 
dans l'angle ADB, elle ira passer entre A et B, en un certain 
point C , où l'on pourra la supposer appliquée. 

a^. Maintenant,* pour démontrer que cette résultante est 
parallèle aux forces P et Q, et égale à leur somme, imaginons 
qu'au point D on redécompose la force S en deux composantes 
M' et P', parfaitement égales et parallèles aux premières M 
et P 5 de même, qu'on redécompose la force T en deux compo- 
santes IN^ct Q'; parfaitement égales et parallèles aux premières 
N et.Q. Les deux forces M' et N' reronl égales', de plus, elles 
seront directement opposées, puisque, appliquées à un même 
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point D, elles sont parallèles à une même droite JVIN, el, par 
conséquent, leur effet sera absolument nul. Il ne restera donc 
que les deux forces P' et Q', respectivemeut égales et pa- 
rallèles aux forces P et Q. Or, ces deux forces étant évidem- 
ment dans une môme direction, se composeront en une seule 
R, égale à leur somme F-hQ' ou P + Q. Ce qu'il fallait 
démontrer. 

Corollaire L 

20. Si les deux forces P et Q [fig. 5) sont égales entre elles, 
le point C d'application de la résultante sera au milieu de la 
ligne AB. Prenons, en effet, les deux forces M et N dont on 
est maître, égales aux forces P et Q. La résultante S des 
deux forces égales M et P divisera en deux également J'angle 
MAP (15) ', et à cause de DC parallèle à la ligne AP, le trian- 
gle ACD«era isocèle. Par une raison toute semblable, le trian- 
gle BCP sera isocèle; et l'on aura, d'une part AC = CD, et 
de Tamise CD = CB : d'où AC = CB. 

Corollaire H. 

21 . Il résulte de là que la résultante de tant de forces paral- 
lèles qu'on voudra, égales deux à deux, et appliquées symétri- 
quement à des distances égales du milieu d'une même droite, 
est égale à la somme de toutes ces forces, leur est parallèle, et 
passe par le milieu de la droite d'application. Car, en combi- 
nant successivement deux à deux les forces égales placées de 
part et d'autre à des distances égales du milieu de la ligne 
droite, leurs résultantes successives passeront toutes par ce 
même point, et s'ajouteront ensuite, comme étant de même 
sens et de même direction. 

22. Et, réciproquement, on pourra' décomposer toute force 
P appliquée à une ligne en tant d'autres forces parallèles qu'on 
voudra, appliquées à différentà points de cette ligne, pourvu 
que ces forces, deux à deux, soient égales, à égales distances du 
point d'application de la force P, et que leur somme totale soit 
égale à celte même force. 
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Théorème IL 

%i. Le point C (fig. 6) d'application de la résultante de deux 
forces parallèles V etQ qui agissent aux extrémités A el B d^une 
droite inflexible AB, partage cette droite dans la raison réciproque 
dePàQ,de sorte que fon a P : Q :: BC : AB. 

Supposons d- abord que les forces P et Q soient comraensu- 
râbles, c'est-à-dire soient entre elles comme deux nombres 
entiers m et n. 

Divisons AB au point H en deux parties directement propor- 
tionnelles aux deux forces P et Q , de manière qu'on ait 

AH.:BH::P:Q, 

et, par conséquent, :: min. Sur le prolongement de la ligne 
inflexible AB, prenons AG = AH et BK = BH. Le. point A 
sera le niilieu de GH, et le point B le milieu de HK. 

Cela posé , puisque les forces P et Q sont entre elles comme 
les lignes AH et BH, elles seront aussi entre elles comme les 
mêmes lignes doublées, c'est-à-dire comme les lignes GH et 
HK. Et comme il y a , par hypothèse, dans la ligne AH , m me- 
sures telles que BH en contient n, il y aura 2m mesures dans 
GH, et 2W mesures égales dans HK. Or on peut décomposer la 
force P en 2 m forces égales et parallèles, appliquées aux 2m 
points milieux des communes mesures de la ligne GH (22) 5 et 
la force Q en an forces parallèles, égales entre elles et aux 
premières, appliquées aux2n points milieux des communes 
mesures de la ligne HK. Maintenant toutes ces forces égales, 
étant équidistantes, se trouveront placées deux à deux à égales 
distances du milieu C de la ligne entière GK, et, par consé- 
quent, leur résultante générale, qui est celle des deux forces P 
et Q, passera nécessairement par le milieu de la ligné GK. 

Mais à cause de GC = AC, il vient, eu retranchant la par- 
tie commune AC, BC = AG = AH*, et en ajoutant de part et 
d'autre CH, AC = BH. Donc puisque Ton a P : Q ;: AH : BH, 
on a aussi 

P:Q::BC: AC. 
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Supposons, en second lieu, que les de«x forces P et Q ne 
soient pas commeiisuràbles. 

Je remarque d'abord que si la résultante de deux forces quel- 
conques P et Q [fig. 7 ) appliquées aux points A et B, tombe en 
C^ la résultante de la force P et d'une force Q -h I > Q tom- 
bera entre le point C et le point B; c'est-à-dire qtie lé point 
d'application de la résultante s'approchera <îu point ^'applica- 
tion de la composante qui aura augmenté. En effet, pour irou- 
Ycr la résultante des deux composantes P et Q -f-I, ^ri p^ut 
prendre d'abord la résultante R dfe Pet-Q, qui passe au point 
C, par hypothèse, et ensuite celle de R «t de I, dont le point 
d'application sera entre C et B (19). 

Maintenant, si la résultante des deux forces incommensu- 
rables P et Q (fig, 8) ne passe pas au point C, qui est tel qu'on 
a P : Q :: BC : AG, elle passera en un autre point situé entre 
A et C, ou entre C et B. Supposons que ce soit en Centre A et C. 
Partagez la ligne AB en parties égales toutes plus petites que 
GC , il y aura au moins un point de division entre C et G. Soit I 
ce point : les deux lignés AI et BI seront commensurables, et le 
point I pourra être considéré comme le point d'application de 
la résultante de defux forces P et Q', qui seraient telles, qu'où 
aurait P : Q^ Il BI : AI, ce qui donne Q^ <!iQ (puisqu'on a , 
par hypothèse, P : Q :: BC : AC). M?tisla résultante des deux 
forces P et Q' passant en I , celle des deux forces P et Q ]> Qf 
passera entre I et B, et ne pourra tomber en G, coptrerhy- 
pothëse. 

On ferait voir absolument de la même manière qu'elle; ne 
peut tomber entre C et B 5 et , par conséquent , elle passe néces- 
sairement e;n C. ' 

Corollaire L 

24. Lorsque trois forces parallèles P, Q, ^{fig-g) sont en 
équilibre sur une ligne AB, l'une d'entre elles est égale et direc- 
tement opposée à la résultante des deux autres. Ain^i la force Q, 
par exemple, prise en sens contraire, est la résultante des deux 
forces P et R. Comme les deux forces P et Q tirent dans le 
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même sens, là force R est égale k P-hQ, et, par conséquent, 
Q = R — P; d'où il suit que la résultante de deux forces paral- 
lèles qui agissent en sens contraii^es est égale à leur difiërence^ 
et tire du même côté que la plus grande. 

25. Les deux forces P et R étant données, ainsi que la dis- 
tance ÂB qui sépare leurs points d'application , si Ton demande 
le point d'applicatioa de là résultante Q, on fera cette propor- 
tion, P:Q::BC:AC; d'où Ion tire P-f-Q:Q::BC-^AC:AC, 
c'est-à-dire R : Q :: AB : AC, proportion qui fera connaître 
AB, et, par conséquent, le point B. 

Corollaire IL 

26. Supposons que les deux forces P et R soient égales, la 
résultante Q sera zéro, et la distance AB de son point d'applî- 

cation sera, par la proportion ci-dessus , j c'est-à-dire 

infinie. 

Si les deux forces P et R, au lieu d'être égales, différaient 
d'une quantité très-petite, la résultante Q, qui est égale à cette 

R X AC 
différence, serait très-petite, et la distance AB= — — — se- 
rait très-grande, à cause du dénominateur Q très-petit : ainsi , 
plus les deux forces s^ approchent de Inégalité, plus la résul- 
tante diminue et plus la distance du poitit où elle est appli- 
quée augmente. De sorte que, lorsque les deux forces devien- 
nent parfaitement égales, la résultante est nulle, et la distance 
du point d^application infinie ; ce qui parait annoncer qu'il n'y 
a plus afors àp résultante, ou, en termes plus clairs, qu'on ne 
peut pas trouver actuellement une force unique qui fasse équi- 
libre à deux forces ^ales, parallèles et de Sens opposés. 

27« Maïs, pour ne laisser aucun nuage sur cette dernière 
conséquence, imaginons, s'il est possible, qu'une force unique 
R fasse équilibre aut deux forces P et* — P, parfaitement égales, 
parallèles et contraires. 
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D'abord j quelle que soit la positiou de cctlc force iiinque à 
regard des deux proposées, on lai trouvera sur-le-cljamp, daas 
un sens contraire, une autre posiliou toute semblable àrégard 
des mêmes forces; car tout est égal de part et d'autre. Si donc 
une force R fait équilibre aux deux forces Pet — P, il y a une 
autre force — R égale, parallèle et de sens opposé, qui leur fe- 
rait aussi équilibre» Ajoutez cette seconde force — R5 et pour 
ne rien changer, détruisez-la immédiatement par une force R' 
égale et contraire. Il y aura donc équilibre entre les cinq forces 
R, P, — P, — R et R'. Mais il y a équilibre entre les trois forces 
P, — P et — R : donc il y aurait équilibre entre les deux forces 
restantes R et R' ; ce qui est impossible, puisque ces deux forces 
égales et parallèles agissent dans le même sens (^9). 

Ainsi les deux forces P et — P ne peuvent être tenues en 
équilibre par aucune sîîmple force, et, par conséquent, elles 
n'ont point de résultante unique. 

Nous reviendrons bientôt sur ces sortes de forces, dont la 
considération, qui n'avait paru jusqu'ici que comme un cas 
singulier^ fera la seconde partie essentielle de nos Eléments. 

Corollaire HL 

28, De même que Ton compose ,en une seule deux forces 
parallèles, qui agissent à des points donnés d^une ligne, on peut 
aussi décomposer une force quelconque R [fig, 6), appliquée â 
un point C d'une droite inflexible, en deux autres P et Q qui 
lui soieul parallèles, et qui agissent eu des points donnés A et 
B de cette droite. Il ne s'agit pour cela que de partager la force 
R en deux autres qui soient entre elles dans le rapport des dis- 
tances BC et AC \ et pour trouver la force Q par exemple , on 
se servira de la proportion R : Q i: AB : AC, dans laquelle il 
n'y a que Q d'inconnue. La force P sera égale à R^ — Q. 

Si le point C d'application de la force R (fig. ro) qu'on veut 
décomposer ne tombait pas entre A et B, points d'application 
donnés des composantes P c{ Q que Ton clierchc, on antaît de 
même la proportion R : Q ;i AB : AC, qui ferait ron!*aître la 
force Q 5 mais la force P serait égale à R + Q. 
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Corollaire IV. 

29. Quand on sait déterminer la résultante de deux forces 
parallèles^ on peut facilement trouver celle de tant de forces 
parallèles qu'on voudra, appliquées aux diflTérehts {K>ints d'un 
système quelconque de figure invariable. 

Soient, par exemplei les quatre forces parallèles P, P', P^, 
?"' [fig. Il), appliquées respectivement aux quatre points A^ 
B, C, D, situés d'une manière quelconque dans Fespace, et liés 
entre eux d'une manière invariable. En considérant ces forces 
deux à deux, elles sont situées dans un même plan. Ainsi l'on 
peut prendre d'abord la résultante X des deux forces P et P' ; 
elle sera égale à la somme P + P', et passera en un point I de 
la ligne AB, qu'on trouvera en divisant AB dans la raison in- 
verse de P à P^ La résultante X étant ainsi déterminée, on join- 
dra le point I où elle agit, au point C de la troisième force P^', 
Les deux forcer X et P'' étant parallèles, on en prendra la ré- 
sultante X^ comme nous avons fait tout à l'heure : ççtte résul- 
tante sera égale à leur somme X + P^', et le point F où elle de- 
vra être appliquée se trouvera en divisant la droite Cl, dans la 
raison réciproque de X à P''. Joignant enfin le point F au point 
D d'application de la quatrième force P*', et divisant la droite. 
FD en deux parties réciproquement proportionnelles aux forces 
X' et P", on aura le point G d'application de la résultante géné- 
rale R, qui sera parallèle aux deux forces X' et P''', et , par con- 
séquentfà toutes les composantes 5 égale à leur sonune X'-h F", 
et, par conséquei^t, à la somme de toutes les composantes. 

Le raisonnçment que nous venons de faire s'étend manifes^ 
tement À un npmbre quelconque de forces pai:allèhes. 

Si parmi les forces P, P', I^, etc., les unes agissaient dans un 
sens, les autres dans le sens contraire, on commencerait par 
prendre la résultante de toutes celles qui agissent dans le même 
sens, on chercherait ensuite la résultante de celles qui agissent 
dans le sens contraire; et toutes les forces étant alors rériui tes 
à deux forcés parallèles et de sens contraires, on en trouverait 
la résultante par ce que nous avons dit plus haut. 
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30* On peut donc, en général, délennincr la position el la 
quaniilé de la résuhanle de lant de forces parallèles qu'on vou- 
dra : cette résultante sera parallèle aux forces, et égale à ^ excès de 
la somme de celles qui tirent dam un sens, sur la somme de celles 
qui tirent dans le sens contraire. 

J'ai dit en général^ parce ([u'il peut arriver que la résultante 
des forces qui tirent dans un sens soil parfaitemenl égale à la 
résultante de celles qui tirent dans le sens contraire, sans lui 
être directement opposée 5 et alors il n'y a pas de résultante 
unique, comme nous Ta von s vu plus haut. 

Corollaire V. 

31, Supposons que les quatre forces P, F, P''', P^'- sans 
changer de grandeur, sans cesser d'être parallèles et de passer 
aux mêmes points respectifs A, B, C. D, viennent à prendre 
les positions /?, p\ p^\ ^ dans Tespace. 

Si Ton en clierche la résultante, en suivant le même ordre 
que plus haut, on trouvera d^abord que la résultante œ de p et 
j/ passe au même point I que la résultante X de P et F, et 
qu*elle lui est égale. Elle passera par le même point, parce 
que son point d'application doit diviser la même droite AB 
dans la raison réciproque de jî a p\ qui est la même que celle 
de P à F. Elle lui sera égale^ parce quW aura P-^F=:p-î-jî'. 
On trouvera de même que la résultante a/ de x et p^' passera 
au même point F que la résultante X' de X et F', et qu*elle lui 
sera égale, et ainsi de suite : de sorte que la résultante géné- 
rale des quatre forces p, p\ p^\ p^", passera au même point que 
la résultante des quatre forces P, Fj F', F^' ; et cela est géné- 
ral, quel que soit le nombre des forces. D'où Ton peut con- 
Idure ce théorème remarquable : 
32, Si ton considère un système quelconque de forces paral- 
lèles, appliquées à un assemblage de points A» H, C, D, etc^ et 
qu'on incline successivement tout le système de ces forces dans 
diverses situations, de manière que les mêmes forces passent tou- 
jours par les mêmes poinU, et conservent leurs grandeurs et leur 
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paraUélisme, les résultantes générales qu'an trouvera suecessivement 
dans chacune de ces positions se croiseront toutes au mérf^ point. 

Ce point d'intersection des résultantes successives se nomme 
le centre des forces parallèles. Nous aurons occasion d'en parler 
plus loin, quand il sera question des centres de gravité. 

On peut remarquer, au reste, que dans la démonstratioh 
précédente, il n'est pas nécessaire de stipposer que les forces 
conservent toujours les mêmes grandeurs; il suffit que, dans 
les positions successives du groupe, elles demeurent propor- 
tionnelles. 

Composition des forces dont les directions concourent 
en un même point. 

Théorème III. 

33. La résultante des deux forces quelconques P el Q (fig. 12) 
appliquées à.un même point A, sous un angle qu>elconqu>e, est 
dirigée suivant la diagonale du parallélogramme ÂBCD construit 
sur les deux lignes AB, AC, qui représentent les forces 1? etQen 
grandeur et en direction. 

D'abordi, nous avx)ns vu (14) que cette ri^sultante doit être 
dans le plan des deux forces P et Q ; en second lieu, qu'elle 
doit être appliquée au point A, puisque cette résultante, par 
hypothèse, doit solliciter le point A absolument de la même 
manière que les deux forces P et Q. 

Je dis mainten^int qu'elle doit passer au point D, extrémité 
de la diagonale AD* 

Prenons, en effet, sur le prolongement de la ligne BD la 
partie DG = DC, et achevons le losange CDGH. Appliquons 
aux points G et H, et dans la direction de GH, deux forces Q' 
et (^contraires, égales entre elles et à la force Q. Il est faci^ 
de voir que la résultante des quatre forces P, Q, Q'et Q^' doit 
passer au point D. Car, 1° àcausedé Q's:: Q, les deux forces 
parallèles Pet Q' sont entre elles comme les côtés AB, AC, 
ou comme DC et DB, ou bien, à caus^ de DC =;; ÇQ, camine 



les lignes D(t (:l DB, cl, par conséquent (23)^ leur résulUiHe S 
passe en D j a*' les deux forces Q et Q'' étant égales, leur ré- 
sultante T, prolongée, divise eu deux égalemeiil l'angle CHG 
du losange CDGH, et va passer aussi par le point D, où Ton 
peut la supposer appliquée. Doue la résullanie générale, qui 
est celle des deux forces S elT, passe au point D. 

Mais les deux forces Q' et Q" appliquées sur GH ëlam par- 
faitement égales et contraires^ leur elTel est absolument nul, et 
la résultante des quatre forces P, Q, Q' et Q'' est identique- 
ment la même que celle des deux forces P et Q. Donc, puisque 
la première passe en D, celle des deux forces P et Q passe 
aussi au même point. 

Puisque ta résnllante passe à la fois par les deux points A 
et D, elle est donc nécessairement dirigée suivant la diago- 
nale AD. 

CiïToUaire. 

34. Concluons de là que si l'on connaissait seulement les 
directions des deux forces P et Q (^j^. i3)j et celle de leur ré- 
sultante R, on pourrait déterminer Iç rapport de la force P à 
la force Q. Car, en prenant sur la direction de la résultante un 
point quelconque D, et menant de ce point deux parallèles DC 
et DB aux directions des composantes P et Q, et qui ren- 
contrent ces directions en C et B, on aurait nécessairement 
P ; Q :: AB: AC Sans quoi Ton aurait P est à Q comme AB 
est à une ligne AO plus petite ou plus grande que AC; et alors 
la résultante des deux forces P et Q serait dirigée suivant la 
diagonale AI d'un parallélogramme AOIB difTérenl du paral- 
lélogramme ABDC", ce qui est contre Thypothèse. 

Théorème ÎW 

3o. La résuiiante des deuœ forces quelconques P elQ{(ig. 14) 

appliquées à un même point A , est reprëiseniée en fjrandeur et en 
direction par ta diagonale du paraUélogramme ABDC, comlruit 
fiur kfi deux liqnen AB, AC qiti représentent ces forces en grandeur 
et en direction. 

iNuUis avons déjà vu que celte résulta nie est dirii;ée Minant 
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la diagonale^ reste à faire voir qu'elle est représentée en quaii* 
lilé par la diagonale elle-même. 

Soit R cette résultante : supposez qu'elle soit appliquée au 
point A.sur le prolongement de la diagonale DA, en sens con- 
traire de son action. Les trois forces P, Q, R seront en équi- 
libre sur le point A. Donc Tune d'elles, la force Q par exem- 
ple, sera égale et directement opposée à la résultante des deux 
autres Pet R. Donc la direction de la force Q, prolongée, aéra 
celle de la résultante des deux forces P et R. Donc si| du 
point 6, vous menés à la direction AR la parallèle BG qui 
rencontre en G le prolongement de QA, et du point G à la di- 
rection AP la parallèle GH qui rencontre en H la direction de 
la force R, les deux .forces P et R seront entre elles comme les 
côtés AB, AH du parallélogramme A6GH.(34). Mais la ligne 
AB représente actuellement la force P -, donc la ligne AH repré- 
senta la force R. Or, par les parallèles, on a AH = BG = AD ; 
donc, etc. 

Corollaire L 

36. Puisque les trois forces P, Q, R sont entre elles comme 
les trois lignes AB, AC, ÂD, et que dans le parallélogramme 
ABDÇ ou a AB = CD, on peut dire que. ces trois forces sont 
entre elles comme les trois côtés CD, CA et AD du triangle 
A CD. Mais ces trois côtés sont entre eux comme les sinus des 
angles opposés CAD, CDA, ACD, et à cause des parallèles, 
Tangle CDA = l'angle BAD, l'angle ACD est supplément de 
l'angle BAC, et, par conséquent, a le même sinus ; on a donc 

P : Q : R :: sînCAD : sînBAD : sinBAC. 

D'où Ion peut conclure que, la résultante de deux forces P 
et Q étant représentée par Je sin^us de l'angle formé par leurs 
directions, les deux forces P et Q sont représentées récipro- 
quement pa{* les sinus des deux angles adjacents à la direction 
de la résultante ; ou, si l'on veut, chacune des forces'Py Q, R est 
comme le sinus de F angle formé par les directions des deux autres. 



Remarque, 

37. On peul voir par U, et mieux encore par la considé- 
ration immédiate du parallélogramme des forces, que lorsque 
deux forces agissent sur un même point sous un angle qui 
n'est pas égal à deux droits, elles ne peuvent jamais donner 
une résultante nulle, à moins qu'elles ue soient nulles elles- 
mêmes, chacune en particulier. 

Car, si aucune des deux forces n'était nulle, on pourrait con- 
struire un parallélogramme sur les deux lignes qui les repré- 
sentenl en grandeur et en direction, et la diagonale de ce paral- 
lélogramme serait la résultante. 

Si Tune d'elles seulement était nulle, la seconde serait la 
résultante; et, par conséquent, la résultante ne peut être nulle, 
h moins que les composantes ne soient toules deux nulles en 
même temps. 

Lorsque les deux composantes agissent sous un angle égal à 
deux angles droits, elles sont alors contraires, et la résultante 
n'est pas nulle dans le seul cas où ces deux composantes sont 
nulles toutes deux, mais encore dans celui où elles sont égales* 

Coroliaire H. 

38* On peut toujours décomposer une force donnée R en 
deux autres P et Q dirigées suivant des ligues données AP, 
AQ (fig. i5}, pourvu que ces directions et celle de la force R 
soient comprises dans un niÊme plan et concourent au même 
point A 5 car, prenant sur la direction de la force R une partie 
AD qui représenle sa quantité, et par le point D menant les 
droites DC, DB parallèles aux directions données AP, AQ, 
on formera un parallélogramme ABCD, dont les côtés AB, AC 
représenteront les forces demandées P et Q. 

Si l'on veut calculer immédiatement leurs grandeurs, on 
pourra faire ces deux proportions : 

R :P ::sinBAC isînCAD, 
R : O ::sinBAC :%inBAD, • 



I 



I 

I 



dans lesquelles il n'y a que P el Q d^înconnues. 
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Remarqtêe. 

39. Si Fangle BAC était droit, on aurait , en supposant 
le rayon = i , sin BAC = i ; sin CAD = cos BAD ; et, réci- 
proquement, sin BAD = eos C AD ; et les deux proportions 
ci-dessus deviendraient 

R:P :ri:cosBAD, 
R:Q::i:cosCAD. 

D'où 

P = R.co8BAD, et Q = R.co8CAD. 

n résulte de là que lorsqu'on décompose une force en deux 
antres qui agissent suivant des directions rectangulaires entre 
elles, on trouve chaque composante en multipliant la force 
proposée par le cosinus de Tangle qu'elle fait avec la direc- 
tion de cette composante. 

Chaque composante est représentée par la projection de la 
résultante sur sa direction, et c'est ce qu'on appelle souvent la 
force estimée suivant cette direction. Ainsi R.cosBAD, ou U 
composante P, est la force R estimée suivant la direction AP^ 

Corollaire IIL 

40. Quand on sait déterminer la résultante de deux forces 
appliquées à un point, on peut déterminer celle de tant de 
forces P, Q, R, S, etc., qu'on voudra, appliquées à un même 
point A^ et dirigées d'une manière arbitraire dans l'espace. Car, 
en considérant d'abord deux quelconqqes de ces forces, comme 
les forces P et Q par exemple, ces deux forces seront dans ui^ 
même plan, et Ton en déterminera la résultante comme nous 
Tavons fait tout à l'heure. Soit X cette résultante; on prendra 
semblablement la résultante de la force X et d'une autre telle 
que R. Combinant ensuite cette résultante, que je désigne 
par Y, avec une nouvelle force S, on aura leur résultante Z^ 
qui sera celle des quatre forces P, Q, R, S 5 et, continuant 
ainsi, on arrivera nécessairement à la résultante générale. 
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Si toutes les forces P, Q, R, S, etc., sont dans im même 
plan, les résultantes successives X, Y, Z, etc., seront dans ce 
même plan, et, par conséquent» la résultante générale y sera 
aiissî. 

Si toutes les forces sont en équilibr^ la résultante géné- 
rale sera nulle. ^ 

Par celte composition^ successive ^e, plusieurs forces autour 
d'un même point, on voit encore que, si Ton décrit dans l'es- 
pace un contour polygonal dont les côtés successifs soient pa- 
rallèles et proportionnels à ces forces, la droite qui ferme ce 
contour et i achève ainsi Le polygone. est. parallèle et propor^ 
tionnelle à la résultante générale de toutes les forces ] de sorte 
que si. le polygone se trouve fermé de lui-même, la résultante 
est nulle, et toutes les forces sont en équilibre autour du 
point qu'elles sollicitent. 

Le théorème suivant n^est, au fond, qu'un cas particulier 
de cette élégante proposition \ mais, comme il est d'un fré- 
quent usagé en Mécanique, nous allons l'énoncer et ]e dé- 
inontrer expressément. 

Théorème V, 

41 . Si trois forces X, Y, Z, appliquées à un même point A 
(fig. 16) dans V espace sont représentées par les trois lignes AB, 
AC, AD, et quon achève te paraîlélipipède A . . .F, la résultante 
R de ces trois forces sera représentée par la diagonale AF de ce 
paraîlélipipède. 

En effet, les deux forces X et Y, qui sont représentées par 
lés deux côtés du parallélogramme ABGC, donneront pour 
résultante une force P représentée par la diagonale AG de ce 
parallélogramme. 

Ensuite, à cause de AD ^al et parallèle à GF, la figure 
AGFD sera un parallélogramme, et, par conséquent, les deux 
forces P et Z donneront une résultante R représentée par la 
diagonale AF, laquelle est en niême temps la diagonale du pa- 
raîlélipipède proposé. 
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Remarqtie, 

42. Observons sur-le-champ, comme au n*' 37, que tant 
que les trois forces X, Y, Z ne seront pas dans un même 
^an, elles ne pourront jamais donner une résultante nulle, k 
moins .qu'elles ne soient nulles elles-mêmes en particulier. 

Car, si aucune déciles n*ét^t nulle, on pourrait construire 
le parallélipipède sur les lignes qui les représentent en gran- 
deur et en direction, et la diagonale serait la résultante. 

Si Tune d'elles seulement était nulle, les deux autres qui, 
par hypothèse, ne sont pas en ligne droite, auraient une résul- 
tante. 

Enfin, si deux d-eiitrç- elles seulement étaient nulles, la 
troisième serait la résultantç^ et, par conséquent^ les compo- 
santes X, Y, Z doivent être nulles toutes trois, pour donner 
une résultante nulle. 

Corollaire I. 

43. OnToit par le théorème précédent ^qu'on pourrait nomri 
mer le parallélipipède des /orbes), qu'une force quelconque don- 
née R est toujours décomposable en trois autres X, Y, Z res- 
pectivement parallèles à trcHS lignes données dans Fespace, 
pourvu que doux de oellesrci. ne soient pas parallèles.- - 

Car, en prenant la partie A F pour représenter la quantité 
de la force R, et menant par le point A d'application trois 
lignes parallèles aux droites données chacune à «chacune, on 
conduira par le point.A trois plans indéfinis XY, XZ, YZ, e^ 
par le point F trois autres plans respectivement parallèles 
aux premiers 5 et ces six plans détermineront le parallélipir 
pède dont les trois arêtes contiguës AB, AC, AD, représen- 
teront les trois composantes X, Y, Z. 

. Corollaire IL 

44. Si le parallélipipède est rectangulaire, on aura, dans le 
reelattgle ADFG, AF = AD H- AG ; mais, dans le rectau- 
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gle ABGC , on a AG = AC + AB : donc en substituant 
cette valeur de AG , on aura 

ÂF*=ÂdVÂcVÂb'; 
par conséquent, 

R« = X*-f.Y*+Z*. 



Ce qui donne R = ^X* -h Y* 4- Z* pour la valeur de la résul- 
tante en fonction des trois composantes. 

4*5. Si Pon veut avoir les trois composantes en fonction de 
la résultante et des angles qu'elles font avec elle, en nommant 
d'abord a l'angle que la résultante R fait avec la composante X^ 
on aura visiblement AF : AB :: i : cosa, et, par conséquent, 

R:X::i:cosa; 

d'où l'on tire X = R cosa. 

En nommant de nième (3 et y les angles que la résultante 
fait respectivement avec les composantes Y et Z, on trouvera 
Y == RcosP, Z = Rcosy ; d'où il suit qu'on trouvera les va- 
leurs des trois composantes respectives en multipliant la ré- 
sultante par les cosinus respectifs des trois angles que sa direc- 
tion forme avec les directions de ces composantes. 

Remarque. 

46. Puisqu'on a trouvé R* = X*-l- Y*-hZ% en substituant 
pour X, Y, Z leurs valeurs respectives Rcosa, Roosê, Rcos y, 
on aura 

R* = R*cos*a -H R*cos* 6 + R*cos*7 ; 

ou bien, 

R» = R* ( cos» a -H cos* 6 + cos* y) , 

d'où 

co8*a -H cos* 6 -H cos* 7 = 1, 

relation connue qui a toujours lieu entre les angles que fait 
une droite avec trois axes rectangulaires dans l'espace. 
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SECTION II 

COMPOSITION ET DÉGOMPOSITIOH DES COUPLES. 

47. Pour abréger le discours, nous appellerons couple l'en- 
semble de deux forces, telles que P et t— P {fig. 17), égales, 
parallèles et contraires, mais non appliquées au même point. 
La perpendiculaire, commune AB, menée entre les directions 
des deux forces^ sera le bras de levier du couple, et le pro- 
duit P X AB de Tune des forces par le bras de levier en sera 
nommé le moment. 

Quelle que soit Faction de deux forces telles que P et — P, . 
sur le corps auquel elles sont appliquées, nous avons vu (27) 
que cette action ne peut être contre-balancée par celle d'aucune 
simple force appliquée comme on voudra au même corps, et 
que, par conséquent, l'effort d'un couple ne peut être comparé 
d'aucune manière à une simple force. Pour distinguer cette 
nouvelle cause de mouvement, qui est en quelque sorte d'une 
nature particulière, on pourrait lui donner un nom particu- 
lier; mais celui de couple nous suffit, et peut très-bien désigner 
à la fois l'ensemble des deux forces contraires dont il s'agit, et 
le genre d'effort auquel ce couple donne naissance. 

Au reste, comme on verra tout à l'heure que l'effort d'un 
couple est mesuré par son moment, on pourra souvent substi* 
tuer ce second mot au premier, ou les prendre quelquefois l'un 
pour l'autre. 

La composition des couples formera la seconde partie essen- 
tielle des principes de notre Statique, et se reproduira dans le 
cours de cet ouvrage presque aussi souvent que la composition 
des forcés. On en verra bientôt dériver les lois de l'équilibre 
d'une manière si naturelle et si simple, que l'on nous pardon^ 
nera d'avoir paru nous arrêter ici à l'examen d'un cas singu- 
lier, lorsque nous tendions peut-être le plus directement pos-" 
sible vers le but principal. 

Ce que nous allons dire sur les couples est tout à fait indé- 
pendant de l'effet qu'ils produisent sur les corps; mais lors- 
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qu^on voudra se faire une idée des sens respectifs de différents 
couples situés dans le même plan, on pourra se représenter 
que les milieux de leurs bras d^ levier sont fixes : alors l'effet 
de chaque couple sera visiblement de faire tourner le corps 
autour du milieu de son bras de levier, et l'on distinguera 
facilement le sens des couples en distinguant les couples qui 
tendent à faire tourner dans un sens d'avec ceux qui tendent à 
faire, tourner dans le sens contraire* Mais ne perdons pas de vue 
qu'il n'y aura réellement aucun point fixe (à moins que nous 
n'en avertissions expressément), et que l'idée de rotation, qui 
jusqu'ici est [purement accessoire, ne servira qu'à faire image 
aubesoiu. 

Translation dei couples. 

48. Nous avons vu plus haut qu'une force peut être trans* 
portée en un point quelconque de sa direction, pourvu que 
ce point soit lié au premier d'une manière invariable : voici 
une proposition analogue pour les couples, qui n'est pas moins 
remarquable que la première, et dont nous ferons le plus grand 
usage par la suite. 

Lemme. 

49. Un couple, quelconque peut être transporté partout où Von 
voudra dans son plan, ou dans tout a^utre plan parallèle, et tourné 
comme on voudra dans ce plan, sans que son effet sur le corps au- 
quel il est appliqué en soit changé, pourvu quçn suppose le nou-. 
veau bras de levier invariablement attaché au premier. 

Pour démontrer plu9 facilement celte proposition, nous la 
décomposerons en deux autres. 

.3oit d'abord le couple (P, — P) (/îjf. i8) appliqué perpen* 
diculiairement sur AB ^ prenons où l'on voudra, dans le plan 
de ce couple ou dans tout autre plan parallèle, la droite CD, 
égale et parallèle à AB; joignons AD et BG, qui seront dans 
un même plan, et se couperont visiblement au milieu I de 
leurs longueurs respectives ; et supposons enfin les droites AB 
et CD liées entre elles d'une manière invariable. 
. Si l'on applique sur la ligne CD, parallèlement aux forces 
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p et — P, deux couples contraires (P', — P')> (^"^ — P')» 
égaux entre eux: et au couple proposé (P, — P), il est évident 
que ces deux couples se détruiront dVux-mèmes, et que, par 
conséquent, Reflet du couple (P, — P) ne sera pas changé. 
Mais, d'utt autre c6té, il est facile de voir que les deux cou- 
ples (P, — • P) et (P^, — P'^) se détruisent aussi d'eux-mêmes^ 
car, le poîtit I étant à la fois le milieu des deux lignes AD et 
BC, les deux forces égales et parallèles P et P", appliquée» 
sur AD, donnent une résultante parfaitement égale et opposée 
à la résultante des deux forces — P et — P", appliquées sur 
BC- On peut donc supprimer les deux couples (P, — P), 
(P^ — P'^), et il ne reste plus que le couple (P', — P') ap- 
pliqué sur CD, lequel n'est autre chose que le couple primitif 
qu'on aurait, pour ainsi dire, transporté parallèlement à lui- 
même, de manière que son bras de levier AB fût venu dans 
la position parallèle CD. 

Soit, en second lieu, le couple (P, — P) (fig. 19) appliqué 
pejpendiculaîrement sur AB. Tirons dans le plan de ce couple, 
sous un angle quelconque avec AB, la droite CD = AB, et sup- 
posons que ces dçux droites se coupent au milieu I de leurs lon- 
gueurs respectives et soient invariablement fixées entre elles. 
Si l'on applique à ai>gle droit sur CD deux couples con- 
U*aires (P', — P^), (P'', — F') égaux entre eux et au couple 
proposé (P, — P),ces deux couples se détruiront d'eux-mêmes, 
et, par conséquent, l'effet du couple (P, — P) ne sera pas 
changé. Mais, d'un autre côté, les deux couples (P, — P), 
(P'', —P''), se détruisent aussi d'eux-mêmes : car, avec un 
peu d'attention, on voit que les deux forces égales P et — P" 
qui se rencontrent en G, donnent une résultante égale et di- 
rectement opposée à la résultante des deux forces — P et P^"^ 
qui se rencontrent en H. On peut donc supprimer les deux 
couples (P, — P), (P'', — P'^), et il ne reste plus que le 
couple (P', -^-P') appliqué sur CD, lequel n'est, pour ainsi 
dire, que le couple primitif qu'on aurait tourné dans son plan^ 
de manière que son bras de levier AB fût venu dans la position 
oblique CD. 
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De ces deux propositions létuiies, on jkîuI conclure qa'iiii 
couple quelconque, sans que son effet soit changé, peut être 
transporté daus son plan, ou dans tout autre plan parallèle, 
en telle posiliou tpx'on voudra : car ou peut d'abord le trans- 
porter parallèlement à ses forces dans le plan donné, de ma- 
nière que le milieu de son bras de levier tombe au point donné 
qu'on voudra, el Ton peut ensuite le tourner autour de ce 
pointj de manière à ramener dans la position donnée^ ou, 
réciproquement, on peut le tourner d'abord dans son plan, de 
manière que ses forces deviennent parallèles aux nouvelles 
directions qu'on veut leur donner, et ensuite le transporter 
immédiatement dans la position donnée. 

Transformation des coupks ; leur mesure. 



Lenime. 

80. On couple quelconque (P, — P) (^J, 20) applique sur 
un bras de levier ÂB, peut être changé en un autre {^Q^ -^Q) de 
même &ens, appliqué sur un brùB de levier BC diffèrent du pre- 
mier, pourvu qu'on ait P : Q : : RC 1 AB, ot* P X AB = Q X BC^ 
c'e»i-â-dins pourvu que les moments de ces couples soient égaux. 

Prenons, en eflTet, sur le prolongement de AB une partie 
quelconque BC, et appliquons sur BC, parallèlement aux 
forces P et— P, deux couples (Q, — Q), (Q\ —Q') égaux 
et contraires : leur effet sera absolument nul, et, par eonsé- 
quent, celui du couple (P, — P) ne sera pas changé. Mais, 
d'un autre cûlë, si Ton suppose que les forces P et Q^ et, par 
conséquent, P et Q', sont en raison inverse des lignes AB el 
BC, leur résultante, qui est égale à P H- Q', passe en B, et 
détruit évidemment les forces contraires — P, — Q' qui s'y 
trouvent. On peut donc supprimer les quatre forces P, Q', 
— P, — Q', et il ne reste plus que le couple (Q, — Q) appli- 
qué sur BC, letjuel remplace le couple proposé {P, — P) ap- 
pliqué sur AB. 
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Corollaire. 

51 . Il u'est pas difficile de conclure de li que les efforts des 
couples sont proportionnels à leurs moments. 

En effet, on peut voir d'abord que deux couples (P, — P), 
(Q, — Q) {fig. ai), qui agissent sur les bras de leviers ^aux 
AB, CD, sont entre eux comme les forces P et Q de ces cou- 
ples : car, si Ton suppose les forces P et Q entre elles comme 
deux nombres entiers, comme 5 et 3 par exemple, en parta- 
geant chaque force P et ^ — P en 5 forces égales, et chaque force 
Q et — Q en 3 forces égales entre elles et aux premières, on 
pourra considérer le couple (P, — P) comme la somme de 
5 couples égaux et de même sens, appliqués parfaitement Tun 
sur Fautre, et le couple (Q, — Q) comme la somme de 3 cou- 
ples égaux entre eux et aux premiers, aussi appliqués Fun sur 
Fautre. Les intensités dés couples (P, — P), (Q, — Q), se- 
ront donc entre elles comme 5 à 3, ou comme P à Q. Si les 
forces P et Q sont incommensurables, ou fera le raisonne* 
ment connu, etc. 

Maintenant soient deux couples quelconques (P, — P], 
(Q, — Q) ; soient p le braà de levier du premier, et q le bras 
de levier du second : le couple (Q, — Q), agissant sur la 

h'gne g, est équivalent au couple ( - Q, — - Q ) > qtii agirait 

sur kl ligne p; car les moments sont ^aux de part et d'autre, 

le premier étant Qqf, et le second, - Q'P = Q9' Ainsi, au 

lieu des deux couples proposés, on a ces deux-ci (P, — P), 

( - Q, — ^Q) qui ont un même bras de levier p. Mais les. 

intensités M et N de ces deux couples sont entre elles comme 

leurs forces, et, par conséquent, Ion a M : N :: P : - Q, ou 

bieuMrN ::P;>:Qg. 

52. Ptiisque deux cou ples" sou t entre eux dans le rapport 
(le leurs moments, il s'ensuit que le moment d'un couple est la 

3 
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mesure de son efforl ou de son intensité : car si Ton prend 
pour unité de couple celui qui est composé de deux forces 
égales à Funité de force, appliquées sur un bras de levier égal 
à l'unité de ligne, le couple (P, — ,P) au bras de levier /> con- 
tiendra autant de fois l-unité de couple que le moiûent P X p 
contiendra le moment i X i, c'est-à-dire contiendra l'unité. 

Remarque. 

53, Pour comparer entre elles les grandeurs ou les inten- 
sités des couples, on pourrait prendre aussi, au lieu des pro- 
duits Pp, Q9 des forces par leurs bras de levier rectangulaires, 
les produits de ces mêmes forces par des bras de levier obli* 
ques sur leurs directions. Mais il faudrait pour tous les cou- 
ples que les bras de levier fissent le même angle avec les forces, 
n est clair qu alors les bras de levier obliques seraient tous 
proportionnels aux bras de levier rectangulaires, et que, p^r 
conséquent, les nouveaux moments seraient proportionnels 
aux premiers. 

Nous emploierons quelquefois ces nouveaux moments dans 
la mesure relative de différents ccoiples.; mais nous regarde- 
rons toujours les autres comme la mesure absolue de leurs in- 
tensités. 

Composition des couples situés dans un même plan\ 
ou dans des plans parallèles. 

Théorème I. 

54. Deux couples situés comme on voudra dans k même plan 
ou dans des plans parallèles, se composent toujours en un seul, 
qui est égal à leur somme, s'ils tendent à faire tourner dans le 
même sens, ou égal à leur différence s'ils tendent à faire tourner 
en sens contraires. 

En effet, on peut d'abord ramener ces deux couples dans 
un même plan, ensuite ramener leurs forées au parallélisme. 
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enfia les cliangev en deux autres équivalents qui auraient un 
même bras de levier, et alors les appliquer l'un sur l'autre. 

Soient P et Q les forces composantes des deux couples, p etq 
leurs bras de levier respectifs; et soit D la longueur du bras 
de levier commun aux deux couples transformés. Au lieu du 
couple (P, — P) au moment P/>, on substituera le couple équi- 
valent (P', — P'), dont le moment P'D ferait égal à Pp. On 
substituera de même, à la place du couple ( Q, — Q) au mo- 
ment Q^, le couple (Q'j"*-Q') au moment 'Q'D = Q5f5 et 
ces deux couples transformés étant appliqués l'un sur l'autre, 
sur le même bras de levier D, on aura un couple unique ré- 
sultant [(P'+Q'), — fP'+Q')], dont le moment sera 

(P'+Q')D, ou P'D-i-Q'D==Pp-l-Qg. 

Ainsi , le moment résultant sera égal à la somme des mo- 
ments composants, ou bien à leur différence, selon que les 
forcçs F^ et Q^, qui agiront à la même extrémité du bras de 
levier D, seront de même sens, ou de sens contraires. 

Corollaire. 

On voit donc, en combinant ainsi les couples deux à deux^ 
que tant de couples qu^on voudra, situés d'une manière quel- 
conque dans un même plan ou dans des plans parallèles, se 
réduiront toujours à un seul, égal à la somme de ceux qui ten- 
dent à faire tourner dans un sens, moins la somme de ceiix 
qui tendent à faire tourner dans le sens contraire. 

Et réciproquement, on pourra décomposer un couple donné 
en autant d^autres qu'on voudra, situés dans le même plan ou 
dans des plans parallèles. On pourra même prendre à volonté 
tous ces couples, hors un seul ; car il suffira que la somme de 
ceux qui agissent dans le même sens, moins la somme de ceux 
qui agissent en sens contraire, soit égale au couple proposé. 
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Composition des couplçs situés dans des plans quelconques. 

Théorème IL 

55. Deux couples situés comme on voudra dans deux plans qui 
se coUpent sous un angle quelconque se composent toujours en 
un seul. 

Et si Von représente les moments de ces couples par les lon- 
gueur 9 respectives de deux droites tirées sous un angle égal à celui 
des d^ux '^lansy et qu'on achève le parallélogramme, le moment du 
couple résultant sera représenté par la diagonale de ce parallélo- 
gramme, et le plan de ce couple partagera J angle que font entre 
eux les plans des couples composants, comme la diagonale dupa-- 
rallélogramme partage F angle que font les deux côtés adjacents. 

Soient^ en effet, les deux couples proposés, situés dans leis 
deux plans AGM, AGN {fig. aa), qui se rencontrent suivant 
AG ; et supposons qu'on ait d'abord changé ces deuv couples en 
deux autres respectivement équivalents, qui auraient un même 
bras de levier. 

En quelque lieu que soit situé le couple (P, — P) dans le 
plan AGM, on pourra le ramener dans ce plan à angle droit 
sur Tintersection AG, de manière que son bras de levier AB 
tombe sur l'intersection A<jr (49). De même, en quelque lieu 
que soit situé le cpuple (Q, — Q) dans le plan AGN, on 
pourra le ramener aussi à angle droit sur la n^ème intersec- 
tioD^ çt de manière que son bras de levier, égal au premier, 
coïncide avec lui en AB. 

Alors les deux forces P et Q appliquées en A se compose- 
ront en une seule R appliquée au même point A, et repré-r 
sentée par la diagonale AR du parallélogramme construit sur 
les deux lignes AP, AQ, qui représentent les forces P et Q, 
Les deux forces — P, -r-Q, appliquées en B, se composeront 
aussi en une seule — R appliquée en B, parfaitement égale, 
parallèle et contraire à la première-, et Ton aura, au lieu des 
deux couples (P, — P), (Q, — Q)? le couple unique (R, — R) 
appliqué sur le même bras de levier AB. 
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Puisque ces trois couples ont un même bras de levier, leurs 
moments respectifs sont proportionnels aux valeurs des trois 
forces P, Q, R. Donc, si Ton représente les moments des deux 
couples composants par les deux lignes AP, AQ qui leur sont 
proportionnelles, le moment du couple résultant sera repré- 
senté par la diagonale AR du parallélogramme APRQ con- 
struit sur ces lignes. Or il est visible que les angleis formés par 
les trois lignes AP, AQ, AR, mesurent les angles que font les 
trois plans*, donc le plan du couple résultant partage Fangle 
des d^ux autres plans, comme la diagonale AR partage l'angle 
PAQ des deux côtés adjacents AP, AQ» Donc, etc. 

Corollaire. 

56. On pourra donc toujours réduire à un seul tant de cou- 
ples que Ton voudra, appliqués à un corps d^une manière 
quelconque dans l'espace ; car, en les composant successive- 
ment deux à deux, comme nous venons de faire, on arrivera 
nécessairement à un couple unique dont on connaîtra le plan 
et la grandeur, et qui sera équivalent à tous les autres. 

Réciproquement, on peut toujours décomposer un couple 
en deux autres situés dans deux plans donnés, pourvu que ces 
plans et celui du couple pioposé se rencontrent suivant une 
mênie droite (ou suivant des droites parallèleà^ car, en trans- 
portant le plan de Fun de ces couples parallèlement à lui- 
même, ce qui est permis (49), on rassemblerait leurs trois in- 
tersections parallèles en une seule). 

Remarque /. 

57. Pour opérer cette décomposition, on n'aura qu'à suivre 
dans l'ordre inverse le procédé que nous venons de donner 
pour là. composition de deux couples; ou bien l'on emploiera 
la méthode suivantCj, qui est très-simple, et dont nous nous 
servirons quelquefois. 

Soit AZ {fig. 23) la commune intersection des trois plans : 
menons à volonté un plan YAX qui les coupe suivant les trois 



38 ÉLÉMEflTS 

lignes respectives AY, AV, AX*, et soit ZAV le plan du couple 
proposé*. 

. En quelque lieu que ce couple (P, — P) soit situé dans le 
planlZAV, on peut le placer de manière que ses forces soient 
parallèles à l'intersection AZ, et que la direction de Tune 
d'elles, comme de la force — P, coïncide avec cette même inter- 
section. Alors la direction de rautre* force P rencontrera quel- 
que part ei| B la droite AV, et l'on aura lé couple (P, — P) ap- 
pliqué d^une manière quelconque sur AB, comme on le voit 
dans la figure. Maintenant formons, suivant les directions AY, 
AX, avec AB comme diagonale, le parallél<^ramme BCAD; 
et à l'un des angles C ou D, en D par exemple, appliquons deux 
forces contraires P', — P', égales et parall^es aux forces P 
et : — P du couple proposé. L'effet de ce couple ne sera pas 
changé. Mais actuellement, au lieu du couple (P, — P) appli* 
que sur la diagonale AB, un peut en considérer deux autres : 
l'un (P', — P) appliqué, sur le côté AD dans l'un des plans 
donnés ZAY ; Tàtitre (P, — P) appliqué sur BD parallèlement 
à l'autre plan ZAX. Or ce couple peut être transporté parallè- 
lement à lui-même dans ce plan ZAX^ sur lé côté AG = ËD ; et 
l'on aura alors, au lieu du couple (P, — P) appliqué sur la 
diagonale AB, deux couples (P', — P), (P, — P'), composés 
de forces égales et parallèles aux premières, appliqués dans 
les deux plans donnés sur les côtés AD, AC. 

Remarque IL 

58. Si l'on supposait que le plan YAX fût mené perpendi- 
culairement à la commune intersection AZ des plans des trois 
couples, les forces de ces couples seraient perpendiculaires aux 
lignes AY, AV, AX ; et comme ces forces sont égales, les mo- 
ments des couples seraient proportionnels à leurs bras de 
levier AD, AB, AC; et, d'après ce que nous venons de dire, on 
retomberait sur le théorème précédent (55) : ce qui fournit, 
comme on voit, une nouvelle démonstration de ce théorème. 
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Remarque 111. 

59. Cette double démonstration vient de la doublé manière 
dont on peut transformer les deux couples avant de les compo- 
ser. Dans la première, on commence par leur donner un même 
bras de levier avec des forces différentes \ dans la seconde, on 
leur donne les mêmes forces avec des bras différents. 

Il y. aurait une troisième démonstration qui se ferait sans 
rien changer aux deux couples proposés. Car soient (P, — P) 
et (Q, — Q) (/îj. 23 bis) deux couples appliqués perpendicu- 
lairement au plan du triangle ABC, sur les bras respectifs AB, 
AC ; et supposons que les deux forces P et Q qui tirent en B 
et C soient de même sens. Il est clair que ces deux forces se 
composent en une seule P+ Q de nième sens, et appliquée au 
. point g qui divise la base BC dans la raison réciproque de P 
à Q. Lçs deux forces — P et — Q qui tirent en A se composent 
de même en une seule — (P + Q) appliquée au point A ; et si 
l'on fait, pour abréger, P + Q = R, on a le couple résultant 
(R, — R) appliqué sur kg dans un plan perpendiculaire au 
triangle ABC. 

Maintenant, que du point g on mène deux parallèles aux 
côtés AB et AC, et qu'on achève ainsi le parallélogramme 
Klgm\ il s'agirait de prouver que les moments de nos trois 
couples, savoir, 

PxAB, QxAC, RxA</, 

sont entre eux comme les côtés A{, A m et la diagonale hgàe 
ce parallélogramme. Or c^est ce qui est facile ; car en mettant, 
au lieu des forces P, Q, R, les trois lignes C^, B9, BC, qui 
leur sont proportionnelles, on voit que pes moments sont entre 
eux comme les trois produits 

CffXAB, BjjfxAC, BCxAflf. 

Mais les triangles semblables donnent 

C5XAB = BCxA/, et Bg X AC = BCx Am. 
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Substituant ces deui^ nouveaux produits à la place des deux 
premiers, et supprimant partout le facteur commun BC, on a 
les trois moments dont il s'agît dans la proportion des simples 
lignes A/, Am, Ag\ ce qu'il fallait démontrer. 

On peut varier encore ces démonstrations ; mais il y a une 
manière bien plus simple de présenter la composition des cou* 
pies, comme nous allons le voir dans ^article suivant. 

Êcçpression plus simple des théorèmes qui concernent 
In composition des couples. 

60. Au lieu de déterminer la position d^un couple par celle 
de son plan, on peut la déterminer par la direction d^une 
droite quelconque perpendiculaire à ce plan, et que Ton pourra 
nommer Vaute du couple. Puisqu'un couple peut être suppose 
appliqué où Ton voudra dans son plan ou dan^ tout autre plan 
parallèle (49)^ il est visible que Ton connaîtra la position d'un 
couple dans l'espace, lorsque l'on connaîtra la direction de son 
axe : car, en élevant où l'on voudra sur cet axe un plan per- 
pendiculaire, on pourra prendre ce plan pour celui du couple 
proposé. 

Aiiisî la position de différents couples parallèles peut être 
donnée par une seule droite perpendiculaire à tous ces couples, 
et qui en sera, pour ainsi dire, l'axe commun. 

Si les couples sont situés dans des plans quelconques , on 
supposera d'abord,. pour plus de clarté, qu'ils soient transpor- 
tés dans des plans respectivement parallèles, tous conduits par 
un seul et même point A, pris à volonté dans l'espace, et qui 
deviendra le commun centre de tous ces couples : et sL Ton 
prend ce point pour l'origine des perpendiculaires qu'on élève 
à ces plans respectifs, la position des différents couples se trou- 
vera donnée par celle d'autant de droites partant d'un seul 
point , et faisant entre elles les mêmes angles que les plans des 
couples proposés. 

De plus, si , à partir de ce point A , on porte sur ces droites 
des longueurs AL, AM^ AN, etc., proportionnelles aux mo- 
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meD.ts respectifs de ces coaples, que je désigne ici par les sim- 
ples lettres L,, M, N, etc., chacune de ces lignes terminées, 
telle que ÂL, suffira pour représenter à la fois Taxe et la gran- 
deur du couple L qui lui correspond. 

Enfin , si Ton veut que la même ligne AL puisse encore in- 
diquer le sens dans lequel ce couple agît (ce qui est nécessaire 
pour achever la détermination complète du couple), il n'y aura 
qu'à faire une convention toute semblable à celle qui regarde 
les simples forces. Or, pour une simple force P appliquée en Â, 
et qu'on représente par une certaine ligne AP, cette conven- 
tion consiste, comme on l'a dît (11), en ce que l'action de cette 
force a toujours lieu de A vers P, ou que la force tire de A en 
P. Ici , pour un couple L appliqué autour du centre A , et dont 
je représente l'axe et la grandeur par la ligne terminée AL, je 
supposei^ai toujours que le sens du couple ou de la rotation 
qu'il tend à produire est tel, que> si l'on se plaçait au point L, 
considéré comme le nord , pour regarder devant soi le point A^ 
considéré comme le midi, on verrait la rotation se faire de 
l'orient à l'occident, ou de la gauche à la droite, comme se fait 
à nos yeux le mouvement du soleil. C'est d'ailleurs le sens or- 
dinaire dont la main fait tourner la plupart des instruments 
de rota^tion ; et c'est dans ce senç convenu qu'agira pour nous 
le couple représenté par la ligne AL. 

On peut adopter, si l'on veut, la convention contraire, 
pourvu qu'on s'y conforme avec le même soin pour tous les 
couples dont il s'agit dans une même figure, ou dans l'énoncé 
d'une même proposition:. 

Au reste, on voit qu^une des deux conventions, comme la 
première, nous suffit; car, s'il fallait indiquer dans la figure un 
couple 1/ contraire à L, on le représenterait de même par une 
lignç AL', mais portée de l'autre côté du point A sur le prolon- 
gement de la première. Il est clair, en effet, que ce second 
couple qui, vu du point L\ ferait tourner dans le sens con- 
venu, c'est-à-dire de gauche à droite, étant vu du point L, ferait 
tourner de droite à gauche, et* serait réellement contraire au 
premier. 
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Par cette manière de déterminer les couples et d'en indiquer 
les sens simultanés, ori voit dohc que la représentation géo- 
métrique de tant de couples qu'on voudra, appliqués sur un 
corps dans des plans quelconques, dévient parfaitement la 
même que celle d'autant dé simples forces appliquées sur un 
point ^ et l'on va prouver tout à l'heure que leur composition 
peut s'exprimer par des lois toutes semblables. Tout se réduit, 
en effet, à la démonstration du théorème suivant, qui remplace 
le théorème H, et qu'on peut très-bien nommer le paraUélo- 
gramme des couples. 

Théorème. 

61 . Si deux couples L etM. sont représentés, pour leurs axes 
et pour leurs grandeurs, par les deubc côtés AL et KM ^unparaU 
lélogramme ALGM, ces deux couples se composent en un' seul G 
représenté, pour son axe et pour sa grandeur, par la diagonale 
AG de ce parallélogramme. 

En effet, que du point A et dans le. plan du parallélogramme 
ALMG {fig. ^4) on même deux lignés K', mm' perpendicu- 
laires et proportionnelles aux àeux côtés respectifs AL et AM , 
et qui soient toutes deux coupées par leur milieu au point A. 
Si l'on achève les parallélogrammes A tgm , A Vg'm\ il est clair 
que ces parallélogrammes seront égaux entré eux , et sembla- 
bles au premier ALGM, et que, par conséquent, la ligne gg' 
sera aussi perpendiculaire et proportionnelle à la diagonale AG, 
et coupée en son milieu au point A . 

Maintenant, que sur les lignes W, mini comme bras de levier, 
et dans des plans perpendiculaires à la figure, on applique deux 
couples composés de forces ^ales, le premier (P, — P) sur la 
ligne ll\ et le second (P, — P) sur mm*\ et supposons, pour 
nous conformer à la convention ci-dessus (60), que ces couples 
tendent tous deux à faire tourner de gauche à droite quand on 
les regarde l'un après l'autre des points L et M. Il est évident 
que ces deux couples peuvent être piris pour ceux que les côtés 
AL et AM représentent : car, i^ ils sont situés dans des plans 
perpendiculaires à ces côtés; i^ ils ont des moments propor- 
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tiomiels aux mépoies côtés ; et 3^ leurs sens simultanés sont con- 
formes à la conTention établie. Or il est aîsé de voir que ces 
deux couples se composent en un seul , représenté de même par 
la diagonale AG. En effet, les deux forces P et P appliquées 
en / et m se composent en une seule 2 P parallèle, et de même 
sens, appliquée au point c, qui est le milieu de /m, et, par 
conséquent , le milieu de A j. De même les deux forces — P et 
— P^ en V et m', se composent en une seule — aP appliquée 
en c', milieu de Aj'j et Ton a le couple résultant (aP, — aP) 
appliqué sur la ligné. ce', ou simplement, le couple (P, — P) 
appliqué sur la ligne double gg'^ Or ce couple est évidemment 
perpendiculaire et proportionnel à la diagonale AG, et fait 
aussi tourner de gauche à droite quand on le regarde du point 
G. Donc, etc. 

Nous aurions pu tirer ce théorème de l'une des démonstra- 
tions qui précèdent, mais nous avons préféré d'en faire ici la 
démonstration immédiate, et sur une nouvelle figure, où l'on 
vît clairement les sens relatifs que doivent avoir ensemble les 
trois couples que Ton y considère. 

RemarqiAB I. 

62. On voit ici, par un raisonnement tout à fait semblable 
à celui du n° 37, que si deux couples agissent dans des plans qui 
se coupent, ou qui ne sont point parallèles, ils ne peuvent ja-^ 
mais donner un couple résultant nul , à moins qu'ils ne soient, 
nuls tous les deux à la fois. 

Remarque IL 

63. Lorsque les plans des couplés composants sont rectangu- 
laires entre eux, les deux axes AL et AM sont aussi rectangu- 
laires, et dans le rectangle ALGM, on a AG = AL 4- AM •, de 
plus, si l'on nomme a et (3 les angles que fait la diagonale AG 
avec les deux côtés adjacents AL, AM, on a 

AL = AG.cosa, AM = AG.cos^. 
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Donc, en désignant simplement lès trois momènls respectifs 
par les lettres L, M, G, on a, pour le moment G, 

d'où 



G = v^L«-hM% 

et , pour les angles a et [3 que son axe fait avec les axes des deux 
autres, L = G cos a , M := G cosjS ^ d*où 

L . M 

C0Sa = r7 C06p = 77. 
{j 1j 

Remarque III. 

En général , si Ton nomme cp Tangle que font entre eux les 
deux couples composants, ou leurs axes AL et AM, on aura 
dans, le parallélogramme ALGM, 

AG = AL + AM -h aÂL X AM.costp, 
et, par conséquent, 

G* = L* ^- M* -4- 2 LMcosçp; 

ce qui donne le couple résultant G par les couples composants 
L et M, et leur inclinaison mutuelle f . 

Si Tangle (f est nul, on a cosf = i, et il vient 

G==L-hM5 

ce qui s'accorde avec ce qu'on a déjà vu : car les deux couples 
sont alors dans le même plan et de même sens, et ils se com- 
posent en un seul égal à leur somme. 

Si l'angle (f est égal à deux droits , oii a cos y = — i , et il 
vient G = L — M^ ce qui doit être, car les deux couples sonl 
alors de sens contraires, et ils se composent en un seul égal à 
leur différence. 

Lorsque f est un angle droit , cos <p = o, et l'on a 



G=v/LM-MS 
comme ci-dessus. 
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Remarque IV. 

De la composition de deux couples, il est bien facile de sVle- 
ver à la composition de tant de couples qu'on voudra, et il est 
évident qu^on aura des théorèmes tout semblables à ceux qui 
regardent les simples forces autour d'un point : cependant je 
crois devoir énoncer et démontrer comme théorème le corol- 
laire suivant, à cause du grand usage qu'on en peut faire en 
Mécanique. 

Théorème. 

64. Trois couples représentés , pour leurs axes et pour leurs 
grandeurs, par Us trois arêtes contiguës dun parallélipipêde , se 
composent toujours en un seul représenté^ pour son axe et pour sa 
grandeur, par la diagonale de ce parallélipipède. 

Soient, en effet. A... G {fig. aS) le parajlélipipède; AL, 
AM, AN , les côtés qui représentent à la fois les axes et les mo- 
ments des trois couples. 

Les deux couples représentés par les deux côtés AL, AM du 
parallélogramme ALOM, se composeront en un seul repré- 
senté, pour son axe et pour sa grandeur, par la diagonale AO 
de ce parallélogramme. Maintenant ce couple, et le troisième 
représenté par AN, se conlposeront en un setd représenté par 
la diagonale AG du parallélogramme ANGO. Or celte diago* 
nale est en même temps celle du parallélipipède; donc, etc. 

65. On voit encore ici, par le même raisonnement que celui 
du n^ 42, que si trois couples a^ssent dans trois plans qui 
forment un angle solide ou qui se coupent en un point unique, 
ils ne peuvent jamais avoir un couple résultant nul , à moins 
qu'ils ne soient nuls en même temps tous les trois. 

Remarque. 

66. Lorsque le parallélipipède est rectangulaire, en nom- 
mant L, M. N les moments composants, et G le moment ré- 
sultant , on a manifesiemenl G* = L' -h M' -H N*. 
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En désignant par 2, fx, v les trois angles que la diagonale, ou 
plutôt que Taxe du couple résultant fait avec les trois axes des 
couples composants , on a 

L==GcosX, M = Gcpsw, N = Gcosv5 

d'où 

. L' M N 

CQsA = ^, cos;x=— , cosv = ^- 

Donc, s'il s'agit de calculer le moment résultant G de trois 
moments L, M, N, dont les axes sont rectangulaires^ on aura 
pour sa valeur G = \/L*-l- M'4- N', et pour les angles X,.fx, v, 
que son axe fait avec les trois axes des moments composants^ 

cos A = 

cos fJt = 



v/L' -h M' -^ î«» 
M 

N 



cos V = 

v/L^+M' + N' 

S'il s'agit, au contraire, de décomposer un couple G en trois 
autres, situés dans trois plans rectangulaires entre eux, ou 
dont les trois axes soient rectangulaires, on aura, pour les va- 
leurs respectives des moments composants, 

L = GcosX, M = Gcos/x, N = Gcosv; 

1, jji, V étant les trois angles que Taxe du couple donné fait avec 
ceux des couples composants cherchés. 

' 67. Au reste, nous ne nous arrêterons par sur ces détails ; 
nous remarquerons seulement qu'entre les sept quantités L, M, 
N, G, cosX, cosjiA, cos V, on a quatre équalions qui sont : 

G' = L* -h M» -h N% 
L = GcosX, M=Gcosjut, N = Gcosv, 

au moyen desquelles, connaissant d'ailleurs trois de ces quan- 
tités, on pourra déterminer les quatre autres. 
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Il faut pourtant excepter le cas où IW ne connaîtrait que les 
trois angles X, fx, v; alors on ne pourrait obtenir que les rap- 
ports des moments L, M, N, G. 

CONCLUSION GÉNÉRALE DE CE CHAPITRE. 

Composition des forces dirigées comme on voudra 
dans t espace. 

68. Soient tant de forces que Ton voudra, P, P,, P,,, etc., 
appliquées d^une manière quelconque dans Fespace, à un corps 
ou système libre. 

Je considère d'abord l'une d'elles, la force P (/îj. a6) par 
exemple,, qui eist appliquée au point 6. Ensuite, au point A, 
arbitrairement pris dans ce corps, ou au dehors (pourvu qu'on 
l'y suppose invariablement fixé), j'applique deux forces con- 
traires P', — P', égales et parallèles à la force P. Il est clair 
que je n'ai rien changé à Tétat du système. Mais je puis con<» 
sidérer maintenant, au lieu de la force P appliquée en B, la 
force F appliquée en A^ et le couple (P, — V) agissant sur la 
droite AB. Si, pour plus de clarté, on transporte ce couple ail- 
leurs ^t dans un plan quelconque parallèle au sieii , il ne restera 
au point A qtie la force V égale et parallèle à la force JP, et qui 
n'est en quelque sorte que cette même force P qu'on aurait 
transportée parallèlement à elle-même de B en A. 

Si Ton fait la même transformation pour toutes les forces du 
système à l'égard du même point A , il est manifeste que toutes 
ces forces viendront s'y réunir parallèlement à elles-mêmes, 
mais qu'il y aura de plus, dans le système, autant de couples 
appliqués provenant de chaque transformation. Or toutes les 
forces appliquées au point A se composeront en une seule R, 
et tous les couples en un seul couple (S, — S) (fig. 27) appli- 
qué sur une certaine droite BC. 

Ce qui nous apprend que tant de forces que Von voudra ^ ap^ 
pUquées dune manière quekonque à un corps, peuvent toujours 
se réduire à une seule force guipasse par un point donné à volonté^ 
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et à un seul couple, dont h plan sera, en yénéral, incliné à la difeo- 
tion delà force. 

Observons, sur-le-champ, qiie la quantité, la direction et lé 
sens de la résultante R seront toujours les mêmes, en quelque 
lieu qu'on ait pris le point A. £|i variant la position de ce point, 
la résultante R ne fera que se transporter parallèlement à elle- 
même en diilérents lieux 4e l'espace *, mais le plan et la gran- 
deur du couple résultant (S, — S) changeront nécessairement. 

Or, parmi cette infinité de réductions relatives à tous les 
points A de Tespace, il y en a une distinguée de toutes les autres, 
en' ce que le plan du couple résultant est perpendiculaire à la 
direction de la résultante. C'est ce qu'on peut démontrer ici 
d*une manière très-prompte. Car, tout étant déjà réduit à la 
seule force R et au seul couple (S, — S) par rapport à un point 
connu A, imaginez qu'on décompose ce couple (S, — S)' en 
deux autres, l'un (T, — T) qui tombe dans un plan perpendi- 
culaire à la direction de la résultante, et l'autre (V, — V) dans 
un plan qui passe par cette direction AR. Si dans ce plan, où 
se trouvent à la fois le couple (V, — V) et la force R , on tranâ- 
porte cettiî force parallèlement à elle-même de A en O d'un tel 
côté, et à une telle distance AO, que le couple (R, — R), né de 
cette translation, soit égal et contraire au couple (V, — V) et 
le détruise,' il ne restera plus que la seule force R, appliquée 
au nouveau point O. avec le seul couple (T, — T) qui est dans 
un plan perpendiculaire à la direction de cette force. Ainsi, 
tant de forces qu'on voudra sont toujours rédu4;tibles à une seule 
force et à un seul couple dont le plan est perpendiculaire à la direc^ 
tion de la force : de sorte qu'il y a toujours dans l'espace une 
certaine droite déterminée OR qui petit servir à représenter 
tout à la fois la direction de la résultante et l'axe du couple 
résultant. 

Cetle réduction est unique : je veux dire qu'il n'y a dans 
l'espace aucun autre lieu où Ton puisse trouver le couple rér- 
sultant perpendiculaire à la résultante. Car maintenant, de 
quelque côté qu'on veuille transporter la force R hors de sa 
position actuelle OR, elle produira un couple (R, — R) per- 



DE STATIQLE. 49 

pendiculaîre au couple (T, — T), et ces deux couples, élant 
composés en un seul, donneront le nouveau couple résultant 
nécessairement incliné au couple (T, — T) ; et même toujours 
plus grand, puisque les deux composants sont rectangulaires 
entre eux. D'où Ton voît, non-seulement que le couple (T, -t-T) 
est le seul qui puisse être perpendiculaire à la direction de la 
résultante, mais qu'il est encore le plus petit de tous les couples 
résultants qu'on peut trouver par rapport à tous les points de 
l'espace. On voit en même temps que, pour des points pris au- 
tour de OR , à égales distances de cette droite , les couples ré- 
sultants ont des valeurs égales, et sont dans des plans diffé- 
rents, mais également inclinés à cet axe OR, qu'on peut ainsi 
nommer Vcure central des couples du système. En s'éloignant 
de cet axe, on trouve des couples toujours plus grands et qui 
croissent sans bornes; mais ils ont tous cette commune pro- 
priété, que chacun d'yeux , estimé sur le plan perpendiculaire à 
la jdrection constante de la force R , donne le même couple 
(T, — T) : d'où l'on voit que la valeur de ce couple minimum 
s'obtient tout de suite en prenant un couple résultant quel- 
conque j(S, — S) et le multipliant par le cosinus de son incli- 
naison au plan dont il s'agit. 

Je ne présente , en passant, cet axe central ^ où se fait une 
réduction si lumineuse de toutes les forces du système, que 
pour éclairer à la fois toutes les autres réductions équivalentes, 
et les grouper, pour ainsi dire, dans un seul tableau où l'on 
en voit d'un coup d'œil Tordre et la dépendance mutuelle. 

On trouvera celte théorie plus développée dans notre Mé- 
moire sur les Moments et sur les Aires ^ m^is je dois me borner 
ici aux corollaires généraux qui importent le plus à nos Elé- 
ments de Statique. 

Corollaire I, 

Qui contient ks lois de Féquilibre de tout système libre. 

69. Un couple ne pouvant jamais être tenu en équilibre par 
aucune simple force dirigée comme on voudra dans l'espace, il 

4 
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résulte de ce que nous venons de dire, qu'il ne pourra jamais 
j avoir équilibre dans le système^ à moins que la résul- 
tante R des forces ne soit nulle d'elle-même, et que le mo- 
ment du couple résultant (S, — S) ne soit aussi nul de lui- 
même. 

Ainsi, toutes les forces appliquées au^stême, étant transport 
tées parallèlement à eUes-mêtnes en un point quelconque du sys^ 
tême ou de f espace y doivent s'y faire équilibre entre eUes; et tous 
les couples qu'eUes produisent en s'y transportant en ce point doi- 
vent aussi se faire équilibre entre eux. 

Remarque. 

70. Telles sont, pour un système libre quelconque, de forme 
invariable, les deux conditions d'équilibre nécessaires et suffi- 
santes, c'est-à-dire sans lesquelles l'équilibre ne pourra subsis- 
ter, et telles qu'il aura manifestement lieu, si elles sont rem- 
plies. 

Pour développer ces deux conditions, il faudra remonter à 
la valeur de la résultante II , et à la valeur du couple résultant 
(S, — S) en conservant les lois qui lient la résultante k ses 
composantes, et le couple résultant aux couples composants, 
faire ensuite la force R et le couple (S, — S) tous deux nuls, 
et voir quelles relations cela établit entre les forces primitives 
appliquées au système. On obtiendra de cette manière les con- 
ditions de l'équilibre, exprimées au moyen des seules forces 
données immédiatement par l'état de la question^ ce qui est la 
solution du problème que nous avions en vue. 

Mais tous ces développements, qui , d'après les principes 
posés ci-<lessus, ne sont plus qu'une affaire de géométrie et de 
calcul, feront l'objet du chapitre suivant. 
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Corollaire II, 

Qui contient les conditions nécessaires pour que toutes les forces 
appliquées au système aient une résultante unique, lorsqu'elles 
ne se font pas équilihre» 

71 . Toutes les forces appliquées au système étant ramenées, 
ainsi que nous venons de le voir, à uae seule force et à un 
couple, supposons que cette force R et le couple (S, — S) puis- 
sent se réduire à une seule force, ou, si l'on veut, qu'une force 
unique R' fasse équilibre au couple (S, — S) et à la force R. 

PuisquHl y a équilibre entre les deux forces R, R^ et le 
couple (S, — S), je dis que les deux forces R et R' doivent for- 
mer un couple contraire et équivalent au couple (S, — S), et 
situé dans le même plan, ou dans un plan parallèle, ce qui est 
ici la même chose. 

Car îl ne peut arriver que trois cas : ou les deux forces R et 
R' seront susceptibles de se réduire à une seule, et alors cette 
force ne pourra faire équilibre au couple (S, — S) 5 ou elles se 
réduiront à une seule avec un couple, et alors ce couple et le 
proposé (S, — S) se réduiront à un seul, qui ne pourra pas être 
en équilibre avec la force 5 ou bien enfin elles se réduiront à un 
seul couple, et c'est le seul cas qui puisse arriver. 

Il faut donc au moins que les deux forces R et R' forment 
ensemble un couple. Mais pour que ce couple fasse équilibre au 
couple (S, — S), îl est nécessaire qu'il soit situé dans le même 
plan ou dans un plan parallèle, sans quoi ces deux couples sii 
composeraient toujours en un seul qui ne pourrait jamais être 
nul (62), et il n'y aurait pas équilibre. Donc la direction dé la 
résultante R doit être parallèle au plan du couple résultant 
(S, — S) ; et par conséquent, toutes les forces appliquées au sys- 
tème ne pourront jamais se réduire à une seiUe, à moins que lu 
résultante de ces forces transportées parallèlement à elles-mêmes 
en un même point n'ait une direction parallèle au plan du couple 
résultant, et cela, en quelque lieu de F espace qu'on ait pris d'abord 
le point où Von a transporté toutes les forces, 

4. 
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Cette condition est nécessaire, et il est clair qu^elle suffit en 
général ; car, à moins que la résultante II ne soit nulle, on sera 
toujours maître d'appliquer au système une force R^ qui soit 
^ale^ parallèle et opposée à la force R, et qui forme avec elle 
un couple (R, — R) d'un sens contraire à celui du couple 
(S, — S), et d'un moment équivalent. Celte force estimée en 
sens contraire sera la résultante générale. 

Au reste, on poura prendre immédiatement cette résultante! 
car si la force R appliquée en A est parallèle au plan du couple 
(S, — S), on pourra amener ce couple dans un même plan, 
ayec la force R, et alors les trois forces R, S et — S, étant dans 
le même plan^ se composeront toujours en une seule ^ale et 
parallèle à R , et qui sera la résultante unique de toutes left 
forces. 

72. Dans le cas où la force R est égale & zéro, il n^y a point 
de résultante unique. Car toutes les forces du système sont ré- 
duites au seul couple (S, — S) qui ne peut jamais se réduire à 
une seule force* Ainsi, à la condition précédente, qui exige que 
la force R soit parallèle au plan du couple (S, — S), il faut 
joindre encore celle-ci, comme condition particulière : que la 
force R ne soit pas égale à zéro (à moins qu'il n^y ait équilibre^ 
auquel cas la force résultante et le couple résultant étant tous 
deux nuls, on pourrait dire qu'il y a une résultante unique qui 
est zéro, et qui a d'ailleurs telle direction et telle position qu'on 
vent dans l'espace; mais nous avons exclu le cas de l'équi- 
libre). 

Remarqtie /. 

73. Lorsque le couple résulunt (S, — S) {fig. a8) et la force 
R ne sont pas dans des plans parallèles, il n'y a jamais de résul"* 
tante unique. Seulement, eu transportant le couple (S, — S) 
parallèlement à son plan, on peut amener l'extrémité B on C 
de son bras de levier sur le point A, et alors les deux forces R 
et S appliquées en A se composent en une seule T; et toutes les 
forces du système sont réduites à deu« autres T et — ^ S non 
situées dans le même plan. 
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Ce qui nous fait voir d'abord que tant de forces que Fon rot4- 
(bray dirigées arbitrairement dans V espace y peuvent toujours se 
réduire à deux au plus, non situées dans le même plan. 

Mais il est clair que cette réduction peut avoir lieu d'une 
infinité de manières , même sans déplacer le point A où Ton 
rusemble toutes les forces ; car le couple (S, — S) pourrait être 
changé en une infinité d'autres équivalents, et de plus tourné 
sar son axe dans une position quelconque, et l'on arriverait 
ainsi à une infinité de systèmes diflerents de deux réduites non 
situées dans le même plaué 

A la vérité, on pourrait choisir, entré ces systèmes, celui où 
l'une des forces serait perpendiculaire au plan du couple, et 
l'autre dirigée dans ce même plan; car imaginez la résultante 
R décomposée en deux forces, Tune V perpendiculaire, l'autre 
D parallèle au plan du couple (S, — S) : la forceU et le couple 
parallèle (S, — S) se réduiront toujours à une seule U^ égale et 
parallèle à U*, et toutes les forces appliquées seront réduites à 
deux autres V et U^ de directions rectangulaires dans l'espace. 
Ainsi , des forces quelconques peuvent se réduire à deux forces de 
directions perpendiculaires entre elles, et dont Vune passe en un 
point A donné à volonté. Mais cette réduction elle-même, qui 
souffre d'ailleurs une exception, n^a guère plus d'utilité que la 
précédente, et nous ne nous y arrêterons pas davantage. 

Remarque IL 

74. La seule conséquence qu'il soit bon de remarquer est 
cette autre proposition réciproque : que deux forces non situées 
dans le même plan ne peuvent jamais avoir de résy^liante unique. 

Et, en eflFet, on peut toujours supposer que ces deux forces 
proviennent d'une autre force, et d'un couple qui ne lui était 
pas parallèle. 

Mais si Ton veut voir la chose directement, soit AB [fig. 29). 
la commune perpendiculaire aux directions des deux forces P. 
et Q non situées dans le même plan, et dont aucune n'est sup- 
posée nulle. Je transporte P parallèlenieut à elle-même de B 
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en A, et j'ai deux forces F et Q appliquées au même point A, 
et un couple (P, —F) appliqué sur AB. Or, au point A, les 
forces F et Q qui , par hypothèse, font entre elles un certain 
angle QAF, se composent en une seule R dirigée dans Tinté- 
rieur de cet angle. Mais cette force R ne peut être parallèle au 
plan du couple (P, — F), puisqu'elle fait av«c ce plan un 
angle BAF qui ne peut jamais être nul, à moins que Q ne soit 
nulle, ce qui est contre la supposition. Donc (71) les deuK 
forces P et Q non situées dans le même plan ne peuvent jamais 
avoir de résultante unique ; proposition qu'on regarde ordi- 
nairement comme évidente, mais qui avait besoin d^être dé- 
montrée. 

Remarque lU. 

75. C'est, au reste, le seul cas général où l'on puisse assurer 
que des forces ne sont pas réductibles à une seule; car, dès que 
l'on considère seulement trois forces, il résulte de notre théorie 
qu'elles peuvent avoir une résultante unique, quand bien même 
il n'y aurait aucune rencontre entre les directions de ces trois 
forces dans l'espace. 

Soient, en effet, trois forces P, Q, R, que je suppose, deux 
à deux, non situées dans le même plan, ou même telles, que, 
s'il y en avait deux dans un même plan, l'autre ne fût en même 
plan ni avec la première, ni avec la seconde. 

Je choisis deux de ces forces P et Q qui ne soient pas situées 
dans un même plan, et je les imagine transportées en un même 
point A pris sur la direction de la troisième force R. Ges deux 
forces P et Q viennent s'y composer en une seule V, et donnent 
deux couples qui se composent en un seul (S, — S) \ et le plan 
de ce couple ne passe point par la direction AY de la force 
V-(74). 

Cela posé, si la résultante des deux forces V et R, appli- 
quées en A , se trouvait dans le plan du couple (S, — S) qui 
passe au même point, les trois forces proposées P, Q, R se- 
raient réductibles à une seule (71). Or, sans changer la direc- 
tion de la force R, on peut disposer du- sens et de la grandeur 
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rfe cette force de manière que la résultante de V et R tourne 
autour du point A dans le plan de ces deux forces, et se dirige 
suivant l'intersection de ce plan avec celui du couple (S, — S), 
et tombe ainsi dans le plan même de ce couple. Donc, en pre- 
nant convenablement la grandeur et le sens de l'une des trois 
forces P, Q, R, sans rien changer à leurs positions mutuelles, 
on peut, en général, rendre ces trois forces réductibles à une 
seule. 

Je dis en général, parce qu'il y a un cas particulier où la 
chose ne pourrait avoir lieu en supposant qu'il y eut un cer- 
tain rapport donné entre P et Q , et qu'on s'astreignit à ne faire 
varier que la quantité de la troisième force R : car, si , par ce 
rapport de P à Q, il arrivait que l'intersection du plan VAR 
avec le plan du couple fût la direction même AR de cette troi- 
sième force, on ne pourrait faire prendre à la résultante de V 
et R la direction AR, sans faire la composante R infinie, ce 
qui est impossible. 

Mais, dans ce cas particulier, que l'on commence par chan- 
ger le rapport des deux forces P et Q , ou simplement le sens 
de Tune d'elles, et le couple (S, — S) qui résultera de leur 
translation au point A ne passera plus ppr la direction de la 
troisième force R : car, si le plan de ce couple passait encore 
par la même droite AR, il s'ensuivrait que AR est la commune 
section des deux plans où sont situés les couples qui composent 
(S, — S), et qu'ainsi la force R est à la fois dans un même plan 
avec P, et dans un même plan avec Q 5 ce qui est contre l'hy- 
pothèse. 

Ainsi, qiMnd de trois forces P, Q, R, on n'en peut trouver 
tout au plus que deux qui soient situées en même plan, il est tou- 
jours possible de rendre ces trois forces réductibles à une seule, 
sans rien changer à leurs directions dans l'espace. 

Le seul cas où l'on puisse dire de trois forces que leur posi- 
tion seule les rend toujours irréductibles^ est celui où, en re-^ 
gardant ces forces deux à deux , on ne trouve qu'une combinai- 
son qui présente deux forces non situées en même plan. Dans 
une telle position , quels que soient les rapports de grandeur 
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qu^on veuille donner à ces forces, on ne les rendra jamais ca- 
pables de se réduire à une seule. 

Remarqua IV. 

76. Comme il paraît incontestable qu'un couple ne peut être 
en équilibre autour d'un point fixe, par exemple autour du 
milieu de son bras de levier, remarquons cette différence entre 
l'équilibre de plusieurs forces appliquées à un corps assujetti 
à ton^rner autour d'un point fixe, et l'équilibre de plusieurs 
couples qui seraient appliqués au même corps. 

Dans le premier cas , il n'est pas nécessaire que les forces 
aient une résultante nulle d'elle-même; il suffit qu'elles aient 
une résultante qui passe par le point fixe où elle sera dé- 
truite. 

Mais, dans le second, il faut nécessairement que les couples 
appliqués au corps donnent un couple résultant nul de lui- 
même, comme s'il n'y avait pas de point fixe dans le corps ; car,^ 
si ce couple n'est pas nul de lui-même, en le transportant, 
pour plus de clarté , de manière que le milieu de son bras de 
levier vienne tomber au point fixe, il est évident que ses deux 
forces ne pourront être en équilibre autour de ce point. 

Et il est encore évident qu'elles ne seraient pas en équilibre, 
quand bien même il y aurait dans le corps un axe fixe, pourvu 
que le plan du couple ne passât point par cet axe, ou ne fût point 
parallèle à sa direction, ce qui reviendrait au même (49). 

Ainsi , lorsque différents coupleSy situés comme on voudra dans 
r espace y sollicitent un corps ou système assujetti à tourner autour 
d'un point fixe y les conditions de V équilibre sont absolument les 
mêmes qus si le corps était parfaitement libre. 

Bl la même chose a lieu dans le cas d'un axe fixe, si les cou- 
ples appliques sont tellement disposés, qu'ils ne puissent jamais 
donner un couple résultant parallèle à cet axe*, ce qu'on ne 
peut assurer d'une manière générale que lorsque tous les cou- 
ples sont dans des plans parallèles qui rencontrent l'axe fixe en 
le coupant. 
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CHAPITRE IL 

DES CONDITIONS DE L'ÉQUILIBRE. 



77, Nous venons de voir (68) qu'on peut transformer chaque 
force P {fig. 26) qui agit sur un système en un certain point B, 
en une autre force P^ égale, parallèle et de même sens, appli- 
quée en un autre point A pris à volonté dans l'espace, et en un 
couple (P, — P) appliqué sur AB, et dont l'énergie est mesurée 
par le moment Px AI, AI étant une perpendiculaire abaissée 
du point A sur la direction de la force P; que, de celte manière, 
le système peut être considéré comme sollicité par la résultante 
de toutes les forces qui se seraient en quelque sorte transportées 
parallèlement à elles-mêmes au point A , et par le couple résul- 
tant de tous les couples qui naissent de ces transformations. 
Nous avons vu que, pour Téquilibre, cette résultante et le mo- 
ment du couple résultant doivent être nuls tous les deux à la 
fois. 

Nous pourrions développer sur-lc-cbamp ces deux conditions 
dans le cas général d'un corps ou système sollicité par tant de 
forces que l'on voudra dans l'espace, et déduire de là les condi- 
tions de Téquilibre dans tous les cas particuliers qui peuvent se 
présenter; mais, comme notre marche doit toujours être uni- 
forme dans le courant de ce chapitre, ou plutôt comme elle n'of- 
frira qu'une même et continuelle application d'un même prin- 
cipe, nous aimons mieux passer eu revue plusieurs questions 
simples, avant que de traiter la question générale. Cela nous 
fournira d'ailleurs l'occasion de répandre plusieurs proposi- 
tions sur les moments, dont on fait beaucoup d'usage dans la 
Statique. 

Une fois parvenu au théorème général de l'équilibre, on 
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pourra s'y arrêter, et l'on y trouvera comprises toutes les pro- 
positions qui auront été précédemment expliquées. 

I. 

De ^équilibre des forces parallèles qui sont siiuées dans 
un même plan. 

78. Soient P, F, F', P^, etc., (fig. 3o) les différentes forces 
parallèles. D'un point A pris où Ton voudra dans leur plan^ 
abaissons une perpendiculaire commuoe sur leurs directions 
et qui les coupe aux points respectifs B» C, D, etc. 

Considérant d'abord la force P, j'applique au point A deux 
forces contraires P, — P, égales et parallèles à la première; 
ainsi j'ai, au lieu de la simple force P appliquée en B, une 
force égale et parallèle appliquée en A , et un couple (P, — P) 
agissant sur AB, et dont le moment est P X AB. Je substitue 
de même, au lieu de la force F appliquée en C, une force égale 
et parallèle et de même sens appliquée en A, et un couple 
(F, — F) appliqué sur AC, et dont le moment est P X AC; 
de même pour la force F', etc. 

Si, pour plus de clarté, on transporte tous les couples ailleurs 
dans le même plan, il ne restera au point A que les forces P, 
F, F^, etc. , égales et parallèles aux forces primitives appli- 
quées en B, C, D, etc., et de même sens. 

Or, pour qu'il y ait équilibre, il faut, i** que la résulunte 
des forces appliquées en A soit nulle d'elle-même. Mais toutes 
ces forces agissant dans une même direction, leur résultante 
est égale à leur somme (*), et, par conséquent, on aura 

P-+-F-hF-f-elc. = o, 

première équation de l'équilibre. 

2^ Il faut que le moment résultant de tous les moments des 



(*) Il faut prendre ce mot, ici el ailleurs, dan» le sens de la remarqnc sui- 
vante (79). 
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couples soit aussi nul de lui-même. Mais ce moment résulunt 
est égal à la somme des moments composants, puisque tous les 
couples sont dans un même plan. Donc, en nommant, pour 
abréger, />, p% p", etc., les bras de levier respectifs AB, AC, 
AD, etc., on aura 

P|> -f- Py + PV + etc. = o, 
seconde équation de l'équilibre. 

Remarque. 

79. Il est clair que datjs la première équation, si Ton re- 
garde les forces qui tirent dans un même sens comme positives, 
il faut regarder celles qui tirent dans le sens contraire comme 
négatives. Nous regarderons désormais comîne positives les 
forces telles que P, (Jui tirent au-dessus de la droite AD, et, 
par conséquent, comme négatives les forces telles queP, P\-'^ 
qui ûrent au-dessous 5 et de cette manière on pourra dire que 
la somme des forces doit être nulle pour Téquilibre. 

Pour les signes des moments Vp, Fj»',..., de la seconde équa- 
tion, il faut faire attention à deux choses : i"^ au signe de la 
force 5 a® au signe du bras de levier. 

Supposons, en effet, que la force P, sans cesser d'agir du 
même côté du point A, vienne à changer de signe 5 il est clair 
que le couple nouveau qu'elle produira à l'égard du point A 
sera d'un sens contraire à celui du premier : ainsi, le moment 
Vp change de signe^ lorsque la force P en change. 

Concevons maintenant que la force P, sans changer de 
signe, vienne à agir au point B' de l'autre côté du point A. 
11 est visible que le couple nouveau qu elle produira à Tégard 
du point A sera d'un sens contraire à celui du premier, et, 
par conséquent, le moment Pp change de signe lorsque le seul 
bras de levier p en change. 

Donc, eu prenant les bras de levier tels que AB, qui sont à 
droite du point A comme positifs, par exemple, il faudra 
prendre les bras de levier tçls que AB' qui tomberaient à 
gauche, comme négatifs^ et Ton pourra toujours dire que la 
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somme des moments doit être nulle en donnant des signes 
convenables aux forces et aux bras de levier. 

Corollaire. 

80. Supposons que les forces P, P', P'^, etc., ne soient pas 
en équilibre, mais qu'elles aient une résultante unique R, et 
que, par conséquent, — R soit une force capable de leur faire 
équilibre. 

Les deux équations précédentes devront avoir lieu si l'on 
y fait entrer la force — R. On aura donc d'abord 

P-f-P'H-P^'-^etc.— R=±o, 
ou bien 

R = P-f-P'-+.P''-f-etc.5 

ce qui veut dire que la résultante est égale à la somme des 
composantes, comme nous le savions déjà. 

En second lieu, si l'on nomme r la distance de la résultante 
au point A, on aura 

Pp + Fy -f- P V + etc. — Rr = o , 
ou bien 

Rr = Pp + Py-i- P V+ etc. 

Ce qui nous fait voir que le produit de la résultante, par sa 
distance r à un point quelconque A pris dans le plan des forces, 
est égal à la somme de tous les produits semblables des com- 
posantes par leurs distances respectives à ce même point. 

En divisant cette équation par R, et mettant à la place de 
cette quantité sa valeur P H- P' H- P"-h etc., on aura 

_ P>9 -+- P>' -H PV'-H etc. 



P-f-P'4-P"-Hetc. 



Ce qui donnera la distance de la résultante au point A, et, 
par conséquent, fera connaître sa position, puisque l'on sait 
d'ailleurs qu elle doit être parallèle aux composantes. 
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Remarque. 

81. Les produits Pp, Vp\ etc., son} ce que l'on nomme 
ordinairement les moments des forces; mais on n'attache pas 
au mot de moment d'autre idée que* celle d'un simple produit, 
qui résulte de deux nombres, dont l'un exprime la force et 
l'autre sa distance à un point : au lieu que le moment est pour 
nous la mesure d'une force particulière, c'est-à-dire de l'effort 
du coufJe qui provient de la force, lorsqu'on la transporte 
parallèlement à elle-même au point que l'on considère. Mais 
comme ici, et dans la plupart des ouvrages de Statique, le 
moment exprime une même quantité numérique, à la diffé- 
rence près de l'idée que nous y joignons, nous avons cru de- 
voir conserver ce mot, qui est consacré par Tusage et qui rend 
d'ailleurs assez bien notre idée, puisque le mot latin momen* 
tum, d'où vient moment, veut dire aussi poids, force, ou, plus 
exactement, ce que vaut une force d raison de sa grandeur et du 
hras de levier par lequel elle agit. 

An reste, lorsque nous ne voudrons parler que du simple 
produit numérique d'une force par sa distance à un point, à 
un axe perpendiculaire, ou à un plan parallèle k sa direction, 
nous dirons aussi le moment de la force par rapport au point, 
ou à l'axe, ou au plan parallèle; et cela n'introduira aucune 
équivoque dans le discours, puisque l'on pourra entendre, si 
l'on veut, par ce produit, le moment du couple qui naîtrait de 
la force transportée parallèlement à elle-même au point, ou 
sur l'axe, ou dans le plan que l'on considère. 

De cette manière l'équalion précédente 

Rr = Pp -f- Py + Py + etc. 

peut s'exprimer ainsi : 

La somr]^e des moments de tant de forces parallèles qu'on vou^ 
ira, par rapport à un point quelconque de leur plan, est égale au 
moment de leur résultante par rapport au même point ^ ce qui est 
le théorème connu des moments, pour les forces parallèles qui 
sont situées dans un même plan. 
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II 

De r équilibre des forces parallèles qui agissent sur différents 
points d!un corps dans V espace. 

82. Soient P, P', P^ etc. (fig. 3ï), ks différentes forces 
parallèles. Je mène à volonté deux plans ZAY, ZAX, paral- 
lèles aux directions des forces, et qui se coupent suivant 
AZ à angle droit l'un sur l'autre; pour plus de simplicité. 
Cela posé, considérant d'abord la force P appliquée- en B, 
j'abaisse une perpendiculaire BH sur la commune intersec- 
tion AZ, ,et appliquant en H deux forcés cotitraires P, — P 
égales et parallèles à la première, je considère, au lieu de la 
force P appliquée en B, une force égale et parallèle et de même 
sens appliquée en H, et un couplé (P, — P) agissant sur BH. 
Si l'on fait la m^me transformation pour les autres forces P', 
P'', etc., et que, pour plus de clarté, on conçoive tous les cou- 
ples transportés ailleurs, chacun dans son plan, il ne restera^ 
dans Taxe AZ que les forces P, P', P'^, etc., respectivement 
égales et parallèles aux forces primitives, et de même sens. 

Or la première condition de l'équilibre est que la résultante 
de toutes ces forces soit nulle d'elle-même ; et comme elles 
agissent dans une même droite, leur résultante est égale à 
leur somme-, et, par conséquent, il faut qu'on ait 

P-i-P'-j-P'^-hetc. = o. 

La seconde condition de l'équilibre est que le moment ré- 
sultant de tous les moments des couples soit aussi nul de lui- 
même. Mais ce moment résultant ne se trouve pas, comme tout 
à l'heure, en ajoutant les moments composants, car les couples 
ne sont pas dans un même plan ni dans des plans parallèles. 

Pour l'obtenir, considérant d'abord le couple (P, — P) , que je 
suppose ramené dans sa première position sur BH, j'abaisse du 
point B deux perpendiculaires BG, BI sur les deux plans ZAY, 
ZAX^ et achevant le parallélogramme BGHI, je décompose le 
couple (P, — P) appliqué sur la diagonale BH, en deux autres, 
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composés de forces égales, mais appliqués respeclîvement sur 
les deux côtés HI et GH (58). Ainsi, en nommant a? et y ces 
lignes, ou leurs égales BG et BI, le moment proposé P X BH 
sera décomposé en deux autres Px, P/, situés dans les plans 
respectifs ZAX, ZAY. 

Si Ton nomme de même x' eiy' les deux perpendiculaires 
al>aissées du point d'application de la force P sur les deux- 
plans, le moment du couple (P', -^P) pourra se décomposer 
dans ces deux plans en deux moments Pa/^ ^V^'j ®t ainsi de 
suite pour tous les couples. 

Mais les inoments qui sont dans le plan ZAX se réduiront 
a un seul L , égal à leur somme Px + P' a;' -t- P'' j/' -+- etc. ; 
tous ceux qui seront dans le plan ZAY se réduiront de même 
à un seul M égal à leur somme Py -h P't/' -h F' y'' + etc., et 
ces deux moments résultants L et M se composeront enfin en 
un seul G qui sera le moment total : donc il faudra, pour Té- 
qôîllbre, qu'on ait G = o. Mais les deux moments L et M, 
étant situés dans des plans qui se coupent, ne peuvent jamais 
donner un moment résultant nul, à moins quMls ne soient 
nuls, chacun en particulier (62) ; et, partant, la seconde con- 
dition générale de l'équilibre G =: o exige ces deux équations : 
L = G , M =: o , c'est-à-dîre , 

Pa; -H F j/ + FV^H- etc. == o, 
Vy-hPi/-h F/ + etc. = o . 

Ce qui nous fait voir que , pour F équilibre d'un groupe de 
forces parallèles y il faut ces trois conditions particulières : que la 
somme de toutes les forces soit nulle, et que la somme de leurs mo- 
ments, pris par rapport à deux plans qui se coupent suivant une 
parallèle à la direction de ces forces, soit nulle d'elle-même pour 
chacun de ces deux plans. 

Remarqua. 

83. Dans les équations précédentes, nous regarderons comme* 
positives. les forces qui tirent de bas eiihaut, et, par conséquent, 
comme négatives celles qui tirent dans le sens contraire. 
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Pour les signes des moments, il est clair qu^îls changent eti 
même temps que ceux des forces. Mais, d*un autre côte, si une 
force telle que P, sans changer de signe, vient à agir en B' de 
Tautre côté du plan ZAX, elle produira un couple d'un sens 
contraire à celui du premier; et, par conséquent, le moment 
change encore de signe lorsque le seul bras de levier en change. 
Donc, si, par rapport à un plan, on regarde les bras de levier 
qui tombent d'un côté comme positifs, il faudra regarder ceux 
qui tombent de l'autre côté comme négatifs ; et l'on pourra 
toujours dire que la somme des moments est nulle, en donnant 
des signes convenables aux forces et aux bras de levier. 

Corollaire L 

84. Supposons que les forces P, P, P', etc., ne soient pas 
en équilibre, mais qu elles aient une résultante unique R, et 
que, par conséquent, -^ R soit une force capable de leur faire 
équilibre. Les trois équations précédentes devront avoir lieu 
en y introduisant la force — R. On aura donc d'abord 

R = P + P'-f.P''-f-etc., 

ce qui donne la valeur de la résultante. 

Si l'on nomme ensuite p étales distances respectives de 
cette résultante aux deux plans ZAY, ZAX, on aura 

Rp == P.r -\^P^x'-h V"x" + etc. , 
Rç == Py -H V'y' -h V'y" -h etc.-, 

d'où, en mettant pour R sa valeur, on tire 

Pjr-hP^jr^4-P''g''-hetc. 
^"" P-+-P'-hP"-+-etc. ' 

Pr -4- v'r' 4- v^r" -h etc. 

^■" P4-P'H-P''4-elc. ' 

ce qui donnera les distances de la résultante à deux plans, et 
fera connaître sa position dans l'espace \ car, si l'on mène aux 
deux distances trouvées deux plans respectivement parallèles 
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aux premiers, la direction de la résultante, qui doit se trouver 
à la fois dans ces deux plans, ne sera autre chose que leur in- 
tersection même. 

85. On voit que les équations précédentes nous fournissent 
ces deux conséquences, qu'on peut énoncer ainsi, conformé- 
ment à r usage : 

. La Àomme des moments de tant de forces parallèles que Von 
voudra y par rapport à un plan quelconque parallèle à leurs di- 
rections , est égale au moment de leur résultante, 

Ei la distance de la résultante à ce plan est égale à la somme 
des moments des forces, divisée par la somme de toutes les forces. 

Corollaire II, 
Du centre des forces parallèles. 

86. Puisque le centre des forces parallèles est situé sur la 
direction de la résultante, il est clair que la distance de ce 
centre à un plan quelconque parallèle aux forces se trouvera 
€omme la distance de la résultante à ce plan ] c'est-à-dire en 
divisant la somme des moments, par rapport au plan, par la 
somme de toutes les forces. 

Si Ton veut avoir ensuite la distance de ce centre à un plan 
quelconque, on concevra que les forces, sans changer de gran- 
deur, sans cesser d-être parallèles et de passer aux mêmos^ 
points, soient tournées toutes parallèlement à ce nouveau plan; 
et l'on aura pour cette seconde distance la somme des nouveaux 
moments divisée par la somme de toutes les forces. 

On fera la même opération pour un troisième plan ; et si 
Ton mène alors aux trois distances trouvées, trois plans respec- 
tivement parallèles aux trois premiers, le centre des forces de- 
vant se trouver à la fois dans ces trois plans sera déterminé par 
leur intersection. 

87. Si toutes les forces étaient égales et de même sens, 
l'express ion 

P-L. P'-i-P''_L.erc. ' 
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qui donne la distàncie du centre a un plan quelconque, devietl-» 
drait 

P-hP H-P-hetc. "^ n^ * 

n étant le nombre des forces parallèles. 

Ainsi, la distance du centre au plan serait égale à la somme 
des distances de tous les points d'application, divisée par leiir 
nombre, ou, si l'on veut, égale à la moyenne distance de tous 
les points d'application : d'où l'on voit que, da'ns le cas où le» 
forces sont égales , le centre des forces est un point dont la 
position ne dépend plus que de la figure formée par les points 
d'application. 

m. 

De f équilibre des forces qui agissent dans un même plan 
suivant des directions quelconques. 

88. Soient F, F, F^ etc. (fig. Sa), les différentes force» 
situées d'une manière quelconque dans un même plan. D'un 
point quelconque A pris dans ce plan, abaissons sur leurs di- 
rections respectives des perpendiculaires AB, AC, AD, etc., 
qui les rencontrent en B, C, D, etc. , et nommons p\ p^\'p^^ etc. , 
ces perpendiculaires. 

Il est clair que la force F pourra se décomposer en u^e 
autre égale, parallèle et de même sens appliquée en A, et un 
couple dont le moment sera P' X AB, ou F pf. De même la 
force F^ se décomposera en une autre égale , parallèle et de 
même sens, appliquée en A, et en un couple dont le moment 
sera F' X AC, ou W p"\ et ainsi de suite pour toutes les autre» 
forces F'', etc. 

Or, pour qu'il y ait équilibre , il faut que la résultante de 
toutes lés forces appliquées en A soit nulle d'elle-même, et 
que le moment résultant de tous les moments F^, P'^p^'^j 
V" p'"^ etc., soit aussi nul de lui-même. 

Cette dernière condition est très-facile à exprimer, car tous 
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les couples étant dans un même plan , le couple résultant est 
égal à la somme des couples composants, et Ton a sur-le-champ 

Pp' -h F'p" -h F>''' 4- eic. = o. 

Pour exprimer l'autre condition , imaginons qu'on décom- 
pose les forces P', P*^, P^, etc., appliquées en A, chacune en 
deux autres suivant deux lignes quelconques AX, AY qui se 
coupent en A dans le plan des forces. Nommons X' et Y' les 
deux composantes de P' suivant les axes respectifs AX, AY; 
de même, X^, Y*', X'^, Y'", etc., les composantes analogues des 
autres forces P''^, P"', etc., suivant les mêmes axes. Toutes les 
forces X', X'^, X''^, elc, étant dans une même droite AX, se 
composeront en une seule X = X' -f- X'^ + X"' -+- etc. •, de 
même, les forces Y', Y", Y'"- etc., se composeront en une seule 
Y = Y' + Y'^-i-Y^' + elc, et ces deux résultantes partielles 
se composeront en une seule R qui sera la résultante géné- 
rale. Il faudra donc, pour l'équilihre, qu'on ait R = o. Mais 
les deux forces X et Y, agissant suivant deux lignes qui se 
coupent, ne peuvent donner une résultante nulle, à moins 
qu'elles ne soient nulles elles-mêmes , chacune en particu- 
lier (37). Et, par conséquent, la condition R = o exige ces 
deux équations : X = o , Y = o , c'est-à-dire 

X' + X^ + X'''+etc.=o, 
r-^Y"H-Y'^-+-etc. = o. 

Les forces P', Vy P**, etc., appliquées au point A, étant par- 
faitement égales et parallèles aux forces primitives appliquées 
dans le plan, il est clair que les composantes X', Y', X^, Y", 
X*^, Y^, etc., sont, pour la quantité, parfaitement les mêmes 
que si Von avait décomposé les forces primitives P', P^, P''', etc. , 
chacune en son lieu *, et, par conséquent , les conditions de Pé- 
quîlîbre entre tant de forces que l'on voudra, situées dans un 
même plan, sont : 

1® Que la somme des forces décomposées parallèlement à deux 
axes qui se coupent dans le plan soit nulle par rapport à chacun 
decesaxesi 

5. 
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2** Que la somme des moments des forces, par rapport à un 
point quelconque du plan, soit nulle d'elle-même. 

89. Si Ton trouvait que la dernière condition a lieu par 
rapport à un certain point connu, et que les deux autres ont 
aussi lieu par rapport aux directions de deux axes connus, 
qu'on peut toujours supposer menés par ce point, il y aurait 
équilibre dans le système 5 et, puisqu'il y aurait équilibre, les 
mêmes conditions auraient lieu par rapport à tous les points 
et à tous les axes possibles, pris dans le plan des forces. 

Corollaire, 

90. Si les forces P, P'^, P''', ne sont pas en équilibre entre 
elles, mais qu'elles soient susceptibles de se réduire à une seule 
R, de sorte que — R soit une force capable de les tenir en 
équilibre, l'équation des moments aura lieu en y introduisant 
la force — R. Donc, en désignant par r la distance de cette 
force ail point A, on aura l'équation 

— Rr + Fy + Fy-f-Fy4-etc. = o, 

ou 

Rr = Py + PV + P'V + etc. ', 

c'est-à-dire que le moment de la résultante, par rapport à un 
point quelconque du plan des forces, est égal à la somme des mo- 
ments des composantes par rapport au même point. Ce qui donne 
le théorème connu des moments. 

Si le point par rapport auquel on prend les moments, et 
qu'on nomme ordinairement le centre des moments, tombait sur 
la direction même de la résultante R, la distance r serait nulle ; 
par conséquent, le motnent Rr serait nul aussi, et Ton aurait 

o = F/ -+. Fy + P'V' + etc. 

Ce qui nous fait voir que, par rapport à un point quelconque 
de la direction de la résultante, la somme des moments de tant de 
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forets que Von voudra situées dans un même plan est toujours 
égale à zéro. 

Remarque, 

91 . Dans réquation 

Fy + Fy/-|.p^y/ + eic.=o, 

qoî exprime la seconde condition générale de Uéquilibre , il 
faudra distinguer les moments des couples qui agissent dans 
un sens, d'avec les moments de ceux qui agissent dans le sens 
contraire, et leur donner des signes diiférents. Mais, pour plus 
de clarté et de précision, nous allons reproduire cette équation 
sous une autre forme. 

Manière plus simple de présenter les conditions précédentes, 

92. Soîent B', B", B''^, etc. (fig. 33), les points où les forces 
P, P'', W\ etc., sont immédiatement appliquées dans le plan. 
Soient a/ et j/ les deux coordonnées AG' et G'B' du point B', 
par rapport aux deux axes quelconques AX, AY; a/' et j/' les 
deux coordonnées analogues du point B'^ et ainsi de suite. 
Supposons que l'on décompose d'abord toutes les forces P, P', 
P"', etc., parallèlement aux deux axes AX, AY; et nommant, 
comme plus haut, X' et Y' les deux composantes de F; X'^ et Y'' 
les deux composantes de P', etc., ne considérons plus, au lieu 
des forces données P', P'^ F^', etc., que les deux groupes X', 
X^^ X"\ etc., Y', Y'', Y''', etc. 

D'abord, les forces parallèles X', X", X"', etc., étant trans- 
portées parallèlement à elles-mêmes dans l'axe AX, s'y com- 
poseront en une seule égale à leur somme. Les forces paral- 
lèles Y', Y'', Y'", etc., étant transportées de même dans l'axe 
AY, s'y composeront aussi en une seule égale à leur somme. 

Ges deux résultantes partielles se composeront en une seule 
appliquée en A, et par la première condition générale de 
l'équilibre, qui /veutque cette résultante soit nulle, on aura. 
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comme ci-desstis, les deux équations 

Y' + Y" 4- ¥'''-+- etc. = o. 

Il faut exprimer ensuite que la somme des moments des 
couples formés par toutes ces forces à l'égard du point A est 
nulle d'elle-même. Mais en observant que l'axe AX fait avec 
les directions des forces Y', Y'^, etc., des angles égaux entre 
eux et à ceux que Taxe AY forme avec les directions des 
forces X', X", etc., on voit sur-le-ciiamp qu'on peut prendre 
les produits X'y', X'^y', etc., Y' a/, Y" od'^ etc., pour moments, 
dans la mesure relative des différents couples. Donc, puisque 
leur somme doit être nulle, on aura l'équation 

XY -^ XV' ~H etc. + YV H- Va^' -h etc. = o. 

Celte équation remplace la précédente (91 ) 

Fi/4-Fy' + FV-hetc. = 05 

mais au lieu de» perpendiculaires jo', j/', p"\ etc., qu'il faut 
^baisser du point A sur les directions respectives des forces^ 
elle contient les coordonnées des points où les forces sont im- 
médiatement appliquées dans le plan.. Elle a de plus cet avan- 
tage, que les termes X'i/> ^'v"j X'ccf^ etc., prendront d'eux- 
mêmes les signes qui conviennent aux sens respectifs des 
couples dont ils représentent les moments, si l'on a soin de 
donner aux forces et aux coordonnées des signes convenables. 

On pourra prendre, comme en Géométrie, les abscisses 
j/, a/', etc., positives à la droite de l'origine, et, par consé- 
quent, négatives à la gauche^ les ordonnées y', j/', etc., posi- 
tives au-dessus de Taxe des abscisses, et, par conséquent, né- 
gatives au-dessous. 

Quant aux forces, il est clair que, dans chaque groupe, il 
faudra donner des signes contraires à celles qui agisseni en sens 
contraires. 

Mais en considérant dans le premier groupe une force telle 



DB STATIQUE. ^i 

que X*^^ qui tire à droite de Taxe AY, et dans le second une 
force telle que Y', qui tire aunlessous de Taxe AX, il est facile 
de voir que ces deux forces donnent, à Tégard du point A, des 
couples de même sens, lorsque leurs coordonnées AH^ et AG' 
ou]^ et a/ sont de même signe. Donc il faudra que les forces 
du premier groupe, qui tirent à droite de Taxe des ordonnées, 
aient le même signe que les forces du second, qui tirent au- 
dessous de l'axe des abscisses •, donc, si l'on regarde les pre- 
mières comme positives, on r^ardera aussi les secondes 
comme positives •, et, de cett,|3 manière, tous les moments écrits 
sous le même signe dans Téquation précédente prendront des 
signes relatifs aux sens des couples. 

93. Mais si dans le premier groupe X', X''', X''', etc., regar- 
dant toujours conmie positives les forces qui tirent à droite de 
Taxe des ordonnées, ou qui tendent à augmenter les abscisses 
de leurs points d'application, on voulait, pour la symétrie, re- 
garder aussi comme positives dans le second groupe Y', Y'^, 
Y'*'', etc., les forces qui tirent au-dessus de Taxe des abscisses, 
ou qui tendent à augmenter les ordonnées de leurs points d'ap- 
plication, il faudrait alors donner un signe contraire à :toute 
la partie des moments relatifs à ce groupe; et l'équation pré- 
cédente se mettrait sous cette forme : 

XY + X''/ -h etc. ~ Y a/ — Y^'a/" — etc. = o. 

Nous retiendrons désormais celte expression de préférence à 
la première, parce que, dans les deux groupes, les forces po- 
sitives seront celles qui tendent à augmenter les coordonnées 
de leurs points d'application, et les forces négatives^ celles qui 
tendent à diminuer les mêmes coordonnées. 

Corollaire L 

94. Si les deux axes AX, AY {fig. 34) étaient k angle droit, 
les abscisses et les ordonnées elles-mêmes deviendraient les 
bras de levier des couples, et les moments X'^? etc., Va/, etc., 
donneraient la mesure absolue de leurs efforts. De plus, en 
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nommant a' Tangle que fait la direction de la force P avec 
l'axe des abscisses, on aurait, pour la composante X' paral- 
lèle à cet axe, P cos a'. On aurait pour l'autre composante 
Y', F sin a'. 

En nommant de même a" l'angle de la direction de la 
force P' avec Taxe des abscisses, on aurait X'^= W cos a'', 
Y = P'^ sin ol'\ et ainsi de suite ; et les équations précédentes 
deviendraient . 

F cos a! + F' cos a" -h F'' cos a'" + etc. = o , 

F sin a' + P^ sîn a'' + F' sin ol''' -h etc. = o, 

F (t/ cos a' — ^ sin a') -h P' (f cos a'^ — o/' sin a") 

-h P''' (f' cos a''' — a/" sîn a"') + etc. = o. 

Dans ces équations, on n'aurait pas besoin de faire atten- 
tion aux signes des forces, mais seulement à ceux des abscisses 
et des ordonnées. On tarderait toutes les forces P', P'', 
F'', etc., comme essentiellement positives : les signes des sinus 
et des cosinus donneraient les signes relatifs des composantes 
F cos a', etc., F sin a, etc., comme cela est facile à observer, 
si l'on veut se donner la peine de faire parcourir une circon- 
férence entière à la direction d'une force telle que F autour 
de son point d'application B'. 

Remarque. 

C'est de cette manière que l'on donne ordinairement les 
équations de l'équilibre pour des forces quelconques situées 
dans un même plan. Ces équations renferment, sous l'expres- 
sion la plus simple, les premières données de la question, sa- 
voir : les quantités des forces, leurs directions, par les angles 
qu'elles font avec une droite fixe de position, et leurs points 
immédiats d'application, par leurs coordonnées rectangles. 
Nous aurions donc pu les présenter«les premières, et même 
nous abstenir de considérer les autres par rapport à des axes 
obliques 5 mais comme on les démontre quelquefois par celte 
considération, que les deux groupes de forces sont rectangu- 
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laires entre eux, nous avons été bien aise de faire voir qu elles 
ne sont qu'un cas particulier de celles qu'on trouve par rap- 
port à des axes obliques quelconques, et que la rectangularité 
des forces n'y entre pour rien. Nous reviendrons encore sur 
cette remarque. 

Corollaire IL 

95. Supposons quHl n'y ait point équilibre entre les forces 
y y P', P''', etc., et que ces forces soient susceptibles de se ré- 
duire à une seule R, qui sera leur i*ésul tante. 

Alors les trois équations de Téquilibre auront lieu en y in- 
troduisant la force — R. 

Soient donc a l'angle que fait la direction de cette force avec 
l'axe des abscisses 5 x et y les deux coordonnées d'un point 
quelconque de cette direction. 

Eln faisant, pour abréger, 

F cos OL^ + V" cos a" -h P"' cos a'^' 4- etc. = X, 
F sin a' -h F sin a'' -h F" sin a'^' + etc. = Y, 

et 

F (y cos a' — a/ sin a') + F (j^ cos a" — x" sin a") 
+ F" {y cos a"' — a/" sin a''') + etc. = G, 

uu aura d'abord 

X — Rcosa = o, Y — R sin a = o, 

d'où l'on tirera, à cause de sin* a -h cos' a= i. 



R^V'X'H-YS 



X 

cos a = -^ sin a = 



v/X'H-Y' VXM-Y» 

re qui fera connaître la quantité de la résultante et l'angle a 
((ue sa direction fait avec l'axe des abscisses. 
On aura ensuite 

G — Il (y (OS a — x sin a) = o; 
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des plans parallèles, et, par consëqueat (Ti)^ se composeront 
toujours en une seule force. Ainsi, la seule condition néces- 
saire pour que des forces parallèles , ou des forces situées dans 
un même plan, aient une résultante unique, est que la résul» 
tante de ces forces transportées parallèlement à elles-mêmes 
eo un point quelconque ne soit pas nulle. 

Si cette résultante est nulle, alors toutes les forces du sys- 
tème seront ramenées à un couple dont on connaîtra le plan 
et la grandeur, et Ton ne pourra leur faire équilibre qu^au 
moyen d'un couple équivalent f t de sens contraire, situé dans^ 
le même plan ou dans tout autre plan parallèle. 

Pas^ns maintenant au cas le plus général. 

IV. 

Iks conditions de r équilibre entre tant de forces que F on voudra j. 
dirigées d!une manière quelconque dans C espace. 

97. Soient F, F', P"', etc. (fig. 35), les différentes forces. 
D'un point Â pris arbitrairement dans Fespace, menons trois 
axes quelconques AX, AY, AZ, qui ne soient pas dans un 
même plan, et décomposons chaque force en trois autres res* 
pectivement parallèles à ces axes. 

Nommons X', Y', Z' les trois composantes deP'5 X^, Y% 
l" les trois composantes de P'; et ainsi de suite. Nous aurons 
•lors, au lieu des forces P, P", F', etc., appliquées au sys- 
tème, trois groupes de forces parallèles : le premier, composé 
des forces X', X", X"\ etc., parallèles à l'axe AX; le second, 
composé des forces Y', Y^,.Y"', etc., parallèles à Taxe AY; et 
le troisième, composé des forces Z\ TJ\ TJ" ^ etc., parallèles à 
l'axe AZ. 

Cela posé, si Ton transporte toutes ces forces parallèlement 
àelles-mêmes au point A , celles du premier groupe iront se réu- 
nir dans l'axe AX> et s'y composeront en une seule X égale à 
leur somme; celles du second iront de même se réunir dans 
Taxe AY, et s'y composeront en une seule Y égale à leur 
somme*, enfin^ celles du troisième se réuniront dans l'axe AZ, 



74 ÉLÉMENTS 

OU bien, en mettant pour R cos a et R sîn a, leurs valeurs 
X et Y, 

G — Xy+Y^ = o. 

Comme on n'a qu'une équation pour déterminer les <leux 
coordonnées œ et y, on sera maître de prendre Tune ou Tautre 
à volonté. Supposant, par exemple, x = o, auquel cas on de- 
mande le point où la résultante coupe l'axe des y 9 on aura 

G 

Si l'on suppose y = o, auquel cas on cherche la distance x 
du point où la direction de la résultante coupe Taxe des 
abscisses, on aura 

__ G 
^— y' 

On aura donc tout ce qu'il faudra pour déterminer la quan- 
tité et la position de la résultante de tant de forces que l'on 
voudra, situées dans un même plan. 

Si l'on n'a trouvé qu'une seule équation pour les deux co- 
ordonnées â? et y du point d'application de la résultante^ c'est 
que, cette résultante pouvant être appliquée à l'un quelconque 
des points de sa direction, il est impossible que le calcul donne 
Tun de ces points plutôt que l'autre. Il ne peut donc donner 
que leur lieu géométrique; et l'équation précédente 

G— Xy4-Y^=o 

est, à proprement parler, l'équation de la direction de la résul* 
tante. 

Remarque. 

96. Dans les trois questions I, II, III, que nous venons de 
traiter ci-dessus, toutes les forces étant ramenées à une seule R 
et à un seul couple (S, — S), il y aura toujours une résultante 
unique, si la force R n'est pas nulle. Car la force R et le 
couple (S, — S) seront toujours dans un même plan ou dans 
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des plans parallèles, et, par consëqueat (71), se composerai! t 
toujours en une seule force. Ainsi, la seule condition néces- 
saire pour que des forces parallèles, ou des forces situées dans 
un même plan, aient une résultante unique, est que la résul* 
tante de ces forces transportées parallèlement à elles-mêmes 
eo un point quelconque ne soit pas nulle. 

Si cette résultante est nulle, alors toutes les forces du sys* 
tème seront ramenées à un couple dont on connaîtra le plan 
et la grandeur, et l'on ne pourra leur faire équilibre qu'au 
moyen d'un couple équivalent ^t de sens contraire, situé dans^ 
le même plan ou dans tout autre plan parallèle. 
Passons maintenant au cas le plus général. 

IV. 

Des conditions de r équilibre entre tant de forces que Von voudra ,. 
dirigées d!wie manière quelconque dans C espace. 

97. Soient F, P^, F'^, etc. (fig. 35), les différentes forces. 
D'un point Â pris arbitrairement dans Fespace^ menons trois 
axes quelconques AX, AY, AZ, qui ne soient pas dans un 
même plan, et décomposons chaque force en trois autres res* 
pectivemient parallèles à ces axes. 

Nommons X', Y', Z' les trois composantes deP'5 X^, Y", 
l'^ les trois composantes de P"; et ainsi de suite. Nous aurons 
alors, ^u lieu des forces F, F', F'', etc., appliquées au sys- 
tème, trois groupes de forces parallèles : le premier, composé 
des forces X', X", X"^ etc., parallèles à l'axe AX; le second, 
composé des forces Y', Y''',. Y"', etc., parallèles à Taxe AY; et 
le troisième, composé des forces Z\ Z", Z"\ etc., parallèles à 
l'axe AZ. 

Cela posé, si l'on transporte toutes ces forces parallèlement 
àelles-mêmesaupoint A, celles du premier groupe iront se réu- 
nir dans l'axe AX» et s'y composeront en une seule X égale à 
leur somme; celles du second iront de même se réunir dans 
Taxe AY, et s'y composeront en une seule Y égale à leur 
somme; enfin^ celles du troisième se réuniront dans l'axe AZ, 
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el s'y composeront en une seule Z égale à leur somme. Main- 
tenant ces trois résultantes partielles X, Y, Z se composeront 
en une seule R appliquée en A , et représentée par la diago- 
nale du parallélipipède construit sur lés trois lignes qui repi'ë- 
senteraient ces forces en grandeur et en direction. 

Or, par la première condition générale de l'équilibre, il 
faut que cetie résultante soit nulle d'elle-niôme. Mais les trois 
forces X) Y, Z, agissant suivant des lignes qui ne sont pas 
dans un même plan, ne peuvent jamais donner une résultante 
nulle, à moins qu'elles ne soient nulles chacune en particu- 
lier (42) 5 et, par conséquent, la condition R = o exige ces 
trois équations particulières ^ X = o, Y = o, Z = o, c'est-à- 
dire 

X'4-X''-hX'''4-etc. = o, 

Y' 4- Y'' + Y''' -h etc. =0, 

Z'4-Z'^4-Z'''-i-etc. = o. 

Ce xjui nous apprend que pour l'équilibre de tant de forces que 
Ton voudra, appliquées d'une manière quelconque à un corps 
ou système de figure invariable , il faut d'abord ces trois cou- 
ditions particulières : que la somme des forces décomposées pO' 
rallèlement à trois axes quelconques soit nulle par rapport à cha- 
cun de ces axes. 

Par la seconde condition générale de l'équilibre, il faut que 
le couple résultant de tous les couples formés par les forces à 
l'égard du point A soit aussi nul de lui-même. Développons 
maintenant cette seconde condition. 

Soit B' le point d'application de la force P' -, et, par consé- 
quent, le point d'application des trois composantes X', Y', Z'; 
nommons x\ y\ z' ses trois coordonnées AC, CH, HB', par 
rapport aux trois axes AX, A Y, AZ. Nommons de même x'\ 
y'\ z" les trois coordonnées du point d'application B'' des 
trois composantes X'^, Y'', Tj" 5 et ainsi de suite. 

Considérant d'abord le groupe des forces Z', Z", Z'", elc, 
je remarque que la force Z' appliquée en B' a produit un 
couple (Z', — Z') appliqué sur AB', ou bien (en concevant la 
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force Z' appliquée au point H où sa dîreclioii rencontre le 
plan YAX) a produit un couple (Z', — 7J) appliqué sur la 
diagonale AH d'un parallélogramme ACHD, dont les deux 
côtés AC, AD sont égaux aux coordonnées x' et y'. Or ce 
couple peut se décomposer en deux autres composés de forces 
^ales et parallèles aux premières, mais appliquées sur les 
deux côtés AC, AD, ou a:', t/', dans les plans respectifs XAZ, 
YAZ(57). 

Si l'on fait la même décomposition de tous les couples pro- 
Yenant du groupe Z', Z'', Z"', etc., dans les deux plans paral- 
lèles à ce groupe, et les décompositions semblables de tous 
ceux qui proviennent des deux autres groupes, par rapport 
aux deux plans analogues, il est manifeste que tous les couples 
du système seront réduits à d'autres, situés dans les trois 
plans coordonnés. 

Or, dans cbaque plan, les couples se réduiront à un seul, 
égal à leur somme. Ces trois couples résultants partiels se 
composeront en un seul qui sera le couple résultant général^ 
et qui devra être nul pour l'équilibre. Mais cçs trois couples, 
étant situés dans trois plans qui forment un angle solide, ne 
peuvent jamais donner un couple résultant nul, à moins qu'ils 
ne soient nuls chacun en particulier (65) \ donc, pour chacun 
des trois plans, la somme des moments des couples doit être 
nulle d'elle-même. 

Or, dans le plan YAZ, on trouvera d'abord les couples 

(Z',-Z'), (Z",-Z"), (Z'",-Z"'), etc., 
appliqués sur les lignes respectives 

y', y\ y"\ etc., 

ensuite les couples 

<Y',— Y'), (Y",-- Y"), (Y'", -Y'"), etc., 

appliqués sur les lignes respectives 

z\ z'' z'", etc. . 
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Et comme Varke AY fait, avec les direclioas des forces 
Z', Z'^, Z"\ etc. , des angles égaux entre eux et à ceux que 
forme Taxe AZ avec les directions des forces Y', Y'', Y'^^, etc., ' 
on pourra prendre les produits ZV? etc., Y'z\ etc., pour 
moments, dans la mesure relative des couples situés dans le 
plan YAZ. Donc, puisque leur somme doit être nulle, on 
auria (93) 

YV-hY'V'-f-etc— ZY — ZV— etc.=o. 

On trouvera de même, pour les deux autres plans, 

Z'^'-4-Z''a;"-4-etc.— XV-XV— etc. = o, 
X'y' H- XV -H etc. — Y'a;' — Y'V' — etc. = o -, 

ce qui nous fait voir que, pour l'équilibre du système, outre 
les trois équations trouvées ci-dessus, il nous en faut encore 
trois autres qui expriment que la somme des produits des com^ 
posantes parallèles au plan de deux axes^ par leurs coordonnées 
relatives au troisième axe, doit être nulle d! elle-même pour cluh 
cun des trois plans» 

98. Dans les équations précédentes, on prendra les signes 
des coordonnées, comme en Géométrie, positives dans un 
même coin XAYZ, et négatives dans le coin opposé. 

Parmi les forces, on regardera, dans chaque groupe, comme 
positives celles qui tendent à augmenter les coordonnées de 
leurs points d'application, comme négatives celles qui tendent 
à les diminuer (93). 

Remarque, 

99. Si l'on trouvait que les six équations précédentes ont 
lieu par rapport à trois axes particuliers non situés dans le 
même plan, il y aurait équilibre dans le système, et, par con- 
séquent, les mêmes équations aur'aient lieu par rapport à tous 
les axes possibles. 
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Corollaire 1. 

lOO* Si les trois aices AX, AY, AZ étaient rectangulaires 
entre eax, les coordonnées deviendraient les bras de levier des 
couples, et les produiu ZY? YV, X'z\ etc., etc., les expres- 
sions absolues de leurs moments. 

De plus, en nommant a\ (3^, y* les trois angles que la direc- 
tion de la force P fait avec les trois axes respectifs AX, AY, 
AZ, ou plutôt avec trois parallèles à ces axes, on aurait pour 
les trois composantes de P' (45), 

X' = Fcosa', Y'=Fcos(3', TI = V cosy\ 

En nommant dé même a''', (S'', /', etc., les angles analogues 
des directions des forces I^, etc., avec les mêmes axes, on 
avrait 

X'' = F'cosa^ X" = V"cos^\ Z" =z F'cos/, etc., 
et les équations précédentes deviendraient 

Fcosa' -h F'cosa"-4- P'^'oosa''^ -h etc. = o, 

Fcos(3' ^ Fcos^'^^- F'cosp'^ + etc. = o, 

Fcos/ -h F'cos/ -h F'^cos/' -4- etc. = o, 

iy(^cosiS'— î/cos/) 4- F'(^'cos/3'' — /cos/) 
+ F'(z'''cos{3'^— /'cos/') -h etc. = o, 

P'(a/cos/ — jg'cosa') 4- F(x"cos/ — y^coso^^) 
^ V"{Q^'i:osy'" — J"co^a!")-^eic. = o, 

F(y^cosa'-^a?'cos|5')-f-F{y^cosa'' — x^coslS^) 
-4- F'(/'cos«'''— 01^' co^P") ^ etc. = o. 

Remarque. 

101. C^est sous cette forme que Ton présente ordinaire- 
ment les six équations de l'équilibre. Elles renferment d'une 
manière très-simple les quantités des forces F, P'', F", etc., 
leurs points d'application , au moyen de leurs coordonnées 
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rectangles par rapport à trois axes, et leurs directions, par 
les cosinus des angles qu'elles font avec ces axes. 

Comme on a coutume d'attribuer aux forces rectangulaires 
une certaine indépendance d'effets, qui ne leur appartient pas 
plus qu'à celles qui agissent sous un angle quelconque, 
pourvu qu'il ne soit pas nul, jl est bon de remarquer que les 
ëquatipns d'équilibre, par rapport à des axes rectangulaires, 
ne sont qu'une simple conséquence de celles qu'on trouve par 
rapport à des axes obliques quelconques, et que, par consé- 
quent, le principe de l'indépendance «ntre les effets des forces 
rectangulaires ne doit entrer pour rien dans leur démons- 
tration. 

Observons d'ailleurs que, d'après ce principe un peu vague, 
on pourrait être conduit par un raisonnement tr>ès-simple à 
une erreur três-grossière : car, en considérant, par exemple^ 
deux groupes de forces rectangulaires^ situés dans un même 
plan, si l'on suppose qu'il y a indépendance entre les efiets de 
ces deux groupes, on en conclura que lorsque leur système est 
en équilibre, chaque groupe doit être en équilibre de lui-même; 
ce qui n'est pas vrai. 

Et il en est de même dans le -cas de trois groupes de forces 
rectangulaires dans l'espace, dont le système peut être en équi- 
libre, sans qu'il y ait équilibre en particulier dans chaque 
groupe, ni même dans aucun d'eux. 

Il faudrait donc, dans ces deux cas, ne faire de ce principe 
qu'un usage restreint, et ne considérer l'indépendance des effets 
que relativement aux mouvements de translation que les forces 
peuvent donner au système •, ou bien il faudra avoir soin de ne 
l'appliquer qu'au cas de deux groupes, l'un composé de forces 
perpendiculaires à un même plan, et l'autre de forces quel- 
conques situées dans ce plan, auquel cas l'indépendance des 
effets a lieu d'une nianièi!*e absolue. Mais comme cette indé- 
pendance aurait lieu tout de même, si le premier groupe tom- 
bait sur le plan du second sous un autre angle quelconque, 
pourvu qu'il ne fût pas nul, il s'ensuit qu'elle n'a pas lieu 
parce que les groupes font un angle droit, mais seulement 
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parce qu*i]8 font un angle. Ainsi, dans tous les cas, le raison* 
nement qui prouve le principe en question étant fondé sur ce 
que les forces font un angle droit, tombe de lui-même^ parce 
qu'il n'est fondé sur rien. 

Corollaire IL 

102, On peut donner aux trois dernières équations de l'é- 
quilibre une forme plus simple, en y introduisant, à la place 
des coordonnées des points d'application, les plus courtes dis- 
tances des directions des forces aux trois axes rectangulaires. 

En effet, dans la première équation, à la place du terme 
P(s^ cos^^ — y'cosy'), qui exprime la somme des moments des 
deux forces P'cosjS', P'cosy', par rapport au point où leur 
plan irait couper l'axe des x^ on peut en substituer un autre 
qui exprime le moment de leur résultante par rapport au 
même point ("90 )• 

Les deux forces F cos ^\ F cos y', étant rectangulaires entre 
cHes, on a pour le carré de leur résultante, 

F« cos* P'-hF* cos*7' ou F* (cos*^' -f- cos* y'); 

ou bien ( à cause de cos* à'-h cos* (3' H- cos* y^ = i ) , 

F*(i— cos*a'), c'est-à-dire F*sin*a'. 

La résultante est donc Fsina'. La distance de celte résul- 
tante à l'axe des X étant nommée p', on aura, pour son moment, 
Fj/sina', qui remplace le terme F(jr'cosj3' — t/cosy')^ on 
aura, de même, F'p^'^sin a!\ etc., à la place des termes suivants 
de la première équation, en désignant par y, etc., les distances 
respectives des résultantes analogues à la première, par rap- 
port à Faxe des x. 

La premîèi*e équation sera donc mise sous cette forme : 

Fy sin a' + F' / sin a'' -f- P''>'" sin oc'' 4- etc. = o. 

Or il est visible que y, p"^ p"'^ etc., rie sont autre chose que 
les plus courtes distances des forces F, F', P'", etc., à l'axe des 
x; car la force. F sin a', qui est située dans un plan perpendi- 

6 
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colaire à cet axe, étant composée avec la force P'cosa', perpen- 
diculaire au même plan, devrait donner pour résultante la 
force P' qui est dans l'espace. La force P sin a' n'est donc autre 
chose que la projection de la force P' sur un plan perpendîcu* 
laire à Taxe des x \ et, par conséquent, la plus courte distance 
p' de celte projection à Taxe des x n'est autre chose que la plus 
courte distance de la force F' au même axe. 

Si Ton désigne par g', 9'', q"\ etc., et par r', r^\ r"'^ etc., les 
plus courtes distances des forces P', P'^, P"', etc., aux axes res- 
pectifs des y et des z, on trouvera de même, pour les deux 
autres équations, 

F9' sin /3' H- ¥'(i' sin /3'' + V"f sin Ç/" + etc. = o, 
Ff^sin/ + FV^in/ + FVsin/' + etc.=o. 

103. La projection d'une force sur un plan, midtipliée par 
sa distance à un axe perpendiculaire au plan, est ce qu'on 
nomme ordinairement le moment de la force par rapport à Taxe *, 
et de cette manière on énonce ainsi les trois équations précé- 
dentes de l'équilibre : 

La somme des moments des forces doit être nulle, par rapport à 
chacun des trois axes, dans le cas de F équilibre. 

Corollaire III. 

104. Si dans les six équations de l'équilibre on veut suppo- 
ser que les forces F, F', V"^ etc, sont toutes parallèles, ou 
toutes situées dans un même plan, etc., etc., et qu'on mette 
à la place des coordonnées a/, 1/, s! y etc., et des angles 
fl/, (3', /, etc., les valeurs qui conviennent à ces suppositions, 
on retombera sur les équations d'équilibre précédemment trou- 
vées pour ces différents cas, et l'on en tirera les mêmes consé- 
quences. 

108. Si Ton suppose, par exemple, que les directions des 
forces F, F', F'', etc., concourent toutes au même point, et 
qu'on ait pris ce point pour l'origine des coordonnées, les cosi- 
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nus des angles a', (3', y\ etc., seront proportionnels aux coor- 
données respectives af, yfj J^ etc., des points d'application-, de 
sorte que Ton aura 

af \}f V. cos «' : cos ^', a/ : ^ :: cos a' : cos y', etc.; 

ou 

\f cos 0/ — af cos P' = o, 

xfcosy' — ^cosa'=o, 

etc. 

Les tP»is dernières équations de Téquilibre disparaîtront donc 
d elles-mêmes, et l'on n'aura plus que les trois premières, qui 
nous font voir que, pour V équilibre d!un système de forces dont 
ks directions concourent toutes vers un même point, il est nécessaire 
et il suffit que ia somme des forces décomposées suivant trois axes 
soit égale à zéro par rapport à chacun de ces axes^ et c*est ce que 
l'on savait d'ailleurs immédiatement. 

Si l'on su{^ose que les forces F, P", F", etc., ne forment 
ensemble que des couples, comme alors chaque force P, incli- 
née sur l'axe des x d'un certain angle V, aura dans le système 
son ^ale, mais inclinée au même axe de l'angle 200^ + af, il 
n'y aura pas de terme P cos 0/ qui ne trouve son égal et con- 
traire dans la première équation de l'équilibre; et la même 
chose aura lieu dans les deux autres, Ainsi, les trois premières 
équations disparaîtront d'elles-mêmes, et Ton n'aura plus que 
les trois dernières ; d'où il résulte que, pour F équilibre de tant 
de couples qu'on voudra appliqués sur un corps, il est nécessaire 
et il suffit que la somme de ces couples décomposés perpendiculai- 
rement à trois axes soit égale à zéro par rapport à chacun de ces 
axes : ce qui «était d'ailleurs aussi clair que la proposition pré- 
cédente. 

Corollaire IV. 

Recherche de la résultante de toutes les forces F, F', V"^ etc^iy 
lorsque ces forces ne sont pas en équilibre, et qu'elles sont 
susceptibles de se réduire à une seule. 

106* Supposons qu'il n'y ait point équilibre entre les forces 

6. 
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P, F', V"\ etc.; et soilj s'il est possible, la force — R capable 
de leiir faire équilibre, et, par conséquent, R leur résul- 
tante. 

Les six équations précédentes devront avoir lieu en y faisant 
entrer la force. — R. 

. Soient donc a, (3, y les trois angles que forme la direction 
de la résultante avec les trois axes coordonnés. En faisant, pour 
abréger, 

Fcos (/ H- P'' cos a" 4- P"' cos a!" 4- etc. = X, 
Fcos Ç/+ F' cos (3'' H- P'' cos P'" -h etc. = Y, 
Fcos /-hFcos /-h F' cos / + etc. = Z, 

on aura d'abord ces trois équations : 

X-^Rcosa = o, Y — Rcos(3 = o, Z — Rcosy = o; 
d'où Ton tire (en observant qu'on a cos' a -f- cos' (3 -f- cos' y = i) 



R=v/X'4-Y'-hZ' 

pour la quantité de la résultante. On aura ensuite, pour les 
angles a, |3, y. que sa direction fait avec les trois axes, 



cos OL z=, 


X 




y/X»H-Y»+Z' 


COS^riz 


Y 


VX» + Y^-f-Z» 


cos y = 


Z 


VX» + Y» + Z» 



En second lieu, nommant x^ y, z les trois coordonnées de 
l'un quelconque des points de cette direction, et faisant, pour 
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abréger, 

P (^cos /i' — y' cos 7') 4- F' (>s" cos /S" — f cos y'^) 
H- F' (V'' cos /5'" — y'' cos y'") 4- etc. = L , 

F(a/cos7'— ^cosa')4-F{a/'cosy"— jj^'cosa") 

4-P!'(a/"cos7''' — z"'cosa"0-^etc. = M, 

F(j'cosa'— a/cos(3') + F{y"cosa'' — a/'cosP'') 
-f-F'(y"cos«''' — a/"cos/3'") + etc.=N, 



on aura 



ou bien , 



L — R(zcos|3 — ycosy) = o, 
M — R (j?cosy — z cos a) = o, 
N — R (y cos a — a7cosj3) = o, 

L —Yz-hZy = o, 

M — Zx-hXz = o^ 
N —Xy-hYx = o. 

Or, si l'on élimine, entre ces trois équations, deux des in- 
connues X, y, jj, on arrivera à cette équation 

XL + YM + ZN = o, 

qui ne contient plus d'inconnue, et qui exprime la relation qui 
doit avoir lieu entre les résultantes partielles X, Y, Z, et les 
trois moments résultants partiels L, M, N, pour que les trois 
équations précédentes puissent subsister à la fois, et, par con- 
séquent, pour que toutes les forces du système puissent avoir 
une résultante. 

107. Si cette équation de condition a lieu, les valeurs des 

trois coordonnées a:, y, z se présenteront spus la forme -, parce 

que la résultante pouvant être appliquée à tel point de sa di- 
rection qu'on voudra, il est impossible que le calcul détermine 
l'un de ces points plutôt que tout autre. Il ne peut donc donner 
que leur lieu géométrique, et les trois équations précédentes ne 
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sont autre cliose que les équations des trois projections de la 
résultante sur les plans- coordonnés. Par conséquent, l'une de 
ces équations est une suite nécessaire des deux autres, et l'on 
n'a, à proprement parler, que deux équations entre les troî» 
indéterminées 07, y, js:; d'où il suît qu'elles doivent se présenter 

sous la forme de - • 
o 

i 08. On se donnera donc à volonté lune de ces trois quan- 
tités, et l'on déterminera alors les deux autres au moyen des 
équations précédentes. 

Si l'on suppose, par exemple, a? = o, auquel cas on demande 
le point où la direction de la résultante traverse le plan verti- 
cal YAZ, on aura, pour les deux coordonnées de ce point, 



N 


z = 


— M 
X 


Si l'on suppose y = o, on aura 






— N 




L 


Si Ton suppose js == o, on aura 






M 
^ = Z' 


y 


— L 
"" Z 



Cest-à*<lire qu'en considérant le point où la direction de la 
résultante coupe le plan de deux axes, lesdistances respectives 
de ce point à ces deux axes se trouvent en divisant les sommes 
respectives des moments des forces par rapport à ces axes, par 
la somme des forces estimées suivant le troisième. 

On aura donc, d'après ce que nous venons de dire, tout ce 
qu'il faudra pour déterminer la quantité de la résultante et sa 
position dans l'espace, si toutes les forces appliquées au sys- 
tème sont susceptibles de se réduire à une seule ; et cela aura 
toujours lieu, si l'équation de condition XL -H YM H- ZN = o 
est satisfaite, pourvu que les trois résultantes X,Y, Z, ne 
soient pas nulles à la fois : car, si ces trois forces sont nulles, il 
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est clair que les forces P', P", P'", etc., seront rédailes aux 
trois couples représentés en grandeur par L, M, N, lesquels ne 
peuvent jamais se réduire qu'à un autre couple. 

C'est ce que le calcul précédent aurait pu aussi nous indi- 
quer, quoique d'une manière un peu obscure : et en effet, dans 
le cas de X, Y^ Z nulles à la fois, on trouverait, par les équa- 
tions ci-dessus, que les points de rencontre de la résultante 
a?ec les plans coordonnés sont tous trois à une distance infinie 
de l'origine. Or c'est ce qui ne peut plus s'expliquer en Géo- 
métrie ; car, pour imaginer une droite qui rencontre à l'infini 
les trois plans coordonnés, il faudrait imaginer une droite qui 
fut à la fois parallèle à trois plans qui ne se coupent qu'en un 
point, ce qui est absurde : d'où Ton voit que l'hypothèse d'une 
résultante unique est alors impossible. 

Corollaire Y. 
Réduction générale des forces, 

109. Mais, dans tous les cas, on peut réduire toutes les 
forces appliquées au système à une seule passant par l'origine, 
et à un couple dont il est facile de déterminer le plan et la 
quantité : réduction qui ne laisse de nuage dans aucun cas. 

En effet, on aura pour la résultante R des forces transportées 
à l'origine, 

R=^X«-f-Y«-4-Z% 

et pour les trois angles a, |3, y que sa direction forme avec les 
trois axes, 

X Y Z 

cosa=— î cosS= —5 cos7= — • 
R. B. R 

En second lieu, L,'M, N représentant respectivement les 
trois couples résultants, situés dans les trois plans perpendicu- 
laires aux axes des- J7, y, z, si Ton nomme G le moment du cou- 
ple résultant, on aura pour sa quantité, 



G = v'^.«4-M«+N% 
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et pour les angles i, jx, v, qu'une perpendiculaire au plan de 
ce couple, ou que Vaxe du couple forme avec les trois axes 
respectifs des a?, y, z^ 

. L M N 

COSA=-j C0SU=--9 COSV=-' 
Ij 1j ij 

Corollaire VI. 

HO. Si l'on voulait exprimer directement que toutes les 
forces P', P'', P^, etc., ont une résultante unique; d'après ce 
que nous avons vu dans le premier chapitre (n° 71), il fau- 
drait exprimer que la résultante R et le couple résultant sont 
dans des plans parallèles, ou, ce qui est la même chose, que 
l'axe du couple est perpendiculaire à la direction de la résul- 
tante. 

Or, a, |3, y étant trois angles de la direction de la force R, 
avec les trois axes J7, y, z, et X, fx, v les angles analogues que 
Taxe du couple fait avec les mêmes lignes, on sait parla Géo- 
métrie (*) que ces deux droites seront rectangulaires dans 
l'espace, si Ton a 

cos a cos X -h cos |3 cos /x -H cos y cos v = o. 

Donc, en mettant à la place des cosinus leurs valeurs trou- 
vées ci-dessus, et multipliant toute l'équation par RG, on 
aura 

XL-hYM-hZN = o, 

comme nous l'avons trouvé plus haut. 

Il faut toujours sous-entendre que la force R n'est pas nulle, 
ou qu'on a 

V^X«-hY«-4-Z«>o, 

inégalité qiii exige simplement que les trois forces X, Y, Z ne 
soient pas nulles à la fois. 

Ainsi, cette condition, que le calcul nous avait offerte dans 

(*) î'o/cz ci-après, n^ 115. 
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la recherche de la résultante générale, n'est autre chose que 
Texpression de celle que nous avions trouvée directement dans 
le premier chapitre^ pour que des forces qui né se font pas équi- 
libre puissent toujours se composer en une seule. 

Remarque, 

111. Pour exprimer que des forces quelconques sont suscep- 
tibles de se réduire à une seule, on avait donné ces trois équa- 
tions déterminées^ 

l X(YV-h)-Y(X'^-h) = o, 
(A) Y(ZVh-) — Z(Y'^+) = o, 

( Z(,XY^-)-X{Z'2/'^-) = o, 

([ui ne sont pas, comme on voit, celles de la direction de la ré- 
«ûtante (106), mais ou X, Y, Z ont les mêmes valeurs, et où 
je désigne, pour abréger, la somme des produits YV, Y'V, etc., 
par ( Y' y -f-) 5 et ainsi des autres. 

Mais ces trois équations sont à la fois insuffisantes et trop 
nombreuses ; elles peuvent avoir lieu toutes trôi*, sans qu'il y 
ait une résultante unique, et il peut y avoir une résultante 
unique sans qu'elles aient lieu toutes trois, ni même aucune 
d'elles. 

Cela paraît assez clairement à l'inspection même de ces équa- 
tions comparées à l'équation unique que nous venons de don- 
ner-, mais on peut encore s'en rendre compte en suivant le rai-* 
sonnement d'après lequel on les trouve, et en examinant ce 
qu'elles signifient. 

En effet, après avoir réduit toutes les forces appliquées au 
système à trois groupes de forces parallèles aux trois axes coor^ 
donnés, et ces trois groupes à trois résultantes partielles X, Y, 
Z, parallèles aux mêmes axes, on suppose que ces trois forces 
doivent se rencontrer en un même point, pour qu'elles puissent 
se composer en une seule 5 et pour cela, on exprime que les ré- 
sultantes partielles prises deux à deux, sont à égales distances 
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du plan qui leur est parallèle ; ce qui donne les trois équa- 
tions (A), au moyen desquelles les trois forces doivent en effet 
concourir au même point, et, par conséquent, se composer en 
une seule. 

Mais, d'abord, on omet le cas où les trois groupes ne pour- 
raient pas se réduire respectivement à de simples forces, mais 
se réduiraient à des couples : alors, les trois résultantes par- 
tielles étant nulles, les trois équations de condition seraient 
satisfaites, et pourtant il n'y aurait pas de résultante unique, 
mais bien un couple résultant. Ainsi, ces trois équations sont 
insuffisantes. 

D'un autre côté, elles exigent trop •, car, en supposant que les 
trois groupes se réduisent à trois simples forces, on voit qu^il 
n^est pas nécessaire^ pour qu'elles puissent se composer en une 
seule, qu'elles se rencontrent toutes trois en un même point : 
il suffirait simplement que deux d'entre elles se rencontrassent, 
et que la troisième allât rencontrer quelque part la direction 
de leur résultante. Mais, ce qui est plus remarquable, cela 
même n'est pas nécessaire-, car les trois forces X, Y, Z peuvent 
se réduire à une seule, dans qu*il y ait aucune rencontre entre 
leurs directions dans l'espace : c'est ce qu'on a vu directemràt 
ail n® 75. 

Si l'on veut voir la même chose par notre analyse, soient a 
la plus courte distance de Y à Z, 6 celle de Z à X, et c celle de 
X à Y; et pour simplifier, prenons l'axe des x suivant la droite 
a, et celui des z suivant la force Z. On trouvera dans cette 
hypothèse, L = o, M= — Xc, et N = X6 — Ya-, et l'équa- 
tion de condition XL -f- YM -h ZN = o deviendra 

XYc — XZ6 4.YZa = o. 

Or il est évident qu'on peut trouver trois forces X, Y, Z dans 
une infinité de proportions différentes, qui satisfassent à cette 
équation, et qui, par conséquent, aient une résultante unique, 
quelles que soient les distances mutuelles a, 6, c de leurs direc- 
tions dans l'espace. 

Et comme on n'a qu'une seule équation, on voit même qu'on 
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peut se donner k volonté deux de ces forces> et déterminer en- 
suite la troisième en conséquence de cette équation. 

Qu'on suppose, par exemple, les deux forces X et Z repré- 
sentées par les lignes a et c^ on trouvera que la troisième force 
Y doit êtxe représentée par la moitié de 6. Ainsi yoilà trois 
foroes, entre autres, qui sont situées en trois arêtes, deux à 
deux non parallèles et non contiguës, d'un même rhomboiide 
rectangle, et qui pourtant ont une résultante unique •, et il est 
même aisé de voir que cette résultante passe au milieu de la 
plus courte distance b qui sépare les forces X et Z proportion- 
nelles aux lignes a et c. 

On peut faire une foule d'autres exemples *, il suffit de ne pas 
se donner deux forces dans le rapport particulier qui, d'après . 
l'équation précédente, rendrait la troisième force infinie. 

Au reste, ce qu'on vient de dire pour trois forces rectangu- 
laires dans l'espace s'appliquerait de même à trois forces pa- 
ralUSes a trois axes obliques quelconques; car, relativement à 
ces axes obliques, si l'on cherchait par la même analyse qu'au 
n^ 106 Ia condition générale d'une résultante unique, on trou- 
verait une équation toute semblable à la précédente, et qui, 
pour le cas de nos trois forces, donnerait également 

XYc — XZ6H-YZa = o; 

d'où Ton tirerait les mêmes conséquences, en observant que, 
dans cette équation ^ a^ h^ c ne représentent plus les distances 
mutuelles des trois forces obliques X, Y, Z, mais trois lignes 
dont chacune va de l'une à l'autre force parallèlement à la troi- 
sième. 

Si des trois lignes o, 6, c, il y en avait deux nulles, sans que 
la troisième le fût, l'équation précédente serait réduite à un 
seid terme, qu'on ne pourrait rendre nul, sans faire quelqu'une 
des trois forces égale à zéro : d'où il résulte que, si trois forces 
finies sont situées de manière que la direction de l'une d'elles 
rencontre les directions des deux, autres qui ne sont point en 
même plan, ces trois forces ne sont jamais réductibles à une 
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seule ^ résultat qui s^accorde avec ce qu'on a dit à la fin du. 
n° 75. 

On voit donc, pour revenir à notre objet, que des trois équa- 
tions (A) qu'on avait données avant notre théorie, il n'y en a 
aucune qui soit nécessaire pour la condition qu'on avait en vue, 
et qu'elles sont tout à fait étrangères à la question dont il s'agit. 
Mais il y a encore une autre remarque assez curieuse à faire 
sur ces équations. 

Si on les ajoute ensemble, ce qui est assez naturel à cause de 
leur symétrie, et ce que l'auteur même avait fait, il arrive que 
la somme de ces trois équations revient précisément à la nôtre 
XL -4- YM + ZN = o. Ainsi, l'on avait rencontré par hasard 
la véritable équation du problème, et il est clair qu'on ne s'en 
était point aperçu ; car on- aurait vu sans doute que, la somme 
des trois quantités pouvant être nulle d'une infinité de ma- 
nières, sans qu'aucune d'elles le soit en particulier, il pouvait 
y avoir une résultante unique, sans qu'aucune des trois équa- 
tions regardées comme nécessaires fût satisfaite^ d'où l'on au- 
rait conclu qu'elles n'étaient pas nécessaires, et qu'il fallait \& 
supprimer avec l'analyse défectueuse qui y avait conduit. Mais, 
avant notre théorie, on ne savait pas précisément en quoi con- 
sistait la condition générale d'une résultante unique. 

Quoiqu'on ait depuis rectifié celte analyse par celle que j'ai 
donnée au n°106, je n'ai pas cru cette petite discussion inutile, 
non-seulement parce qu'elle éclaire un point important de la 
composition des forces, et qu'elle fait voir la fausse supposition 
sur laquelle on s'appuyait, mais parce que ce paralogisme sub- 
siste encore, et s'est reproduit jusqu'ici dans un ouvrage cé- 
lèbre où l'auteur des équations (A) paraît l'avoir emprunté. 

Corollaire VII. 

112. Lorsqu'on a les trois équations L = o, M = o, N = o, 
le moment G du couple résultant est nul, et les forces appliquées 
au système se réduisent à une seule R dont la direction passe 
par l'origine. 

Et comme le moment G ne peut être nul, à moins que les 
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trois moments résultants partiels L, M, N ne soient nuls à la 
fois, il s'ensuit que, si l'on voulait exprimer que des forces 
quelconques se réduisent à une seule qui passe en un point 
donné, îl faudrait, en supposant qu^on ait pris ce point pour 
origine, poser les trois équations L = o, M==o, N=o. 

Remarque. 

113. Nous terminerons cet article général par un théorème 
important sur la manière d'estimer les forces suivant une di- 
rection donnée, et leurs moments par rapport à un axe donné, 
lorsque Ton connaît déjà ces forces et leurs moments estimés 
par rapport à trois axes rectangulaires. 

Mais démontrGTns d'abord la proposition sur laquelle on s'ap- 
puie au n^ 110, et dont nous nous servirons encore ici. 

Soient deux droites situées d'une manière quelconque dans 
l'espace. Nonmions a, |3, y les trois angles que fait la première 
avec les trois axes coordonnés ; X, |i, v les angles analogues de 
la seconde avec les mêmes axes : je dis qu'on aura, pour l'angle 
que ces deux droites forment entre elles, 

cos = cos a cos X -H cos P cos/jt ■+■ cos y cos v. 

En effet, transportons, pour plus de simplicité, nos deux 
droites parallèlement à elles-mêmes jusqu'à l'origine : les an- 
gles a, P, y, X, ft, V et l'angle 6 ne changeront* pas. Prenons sur 
1^ première, à partir de l'origine, une longueur arbitraire d, 
âoi|t Textrémité aura pour coordonnées j?, y, z. Prenons de 
même sur la seconde une autre longueur quelconque d, dont 
l'extrémité aura pour coordonnées x, t, z. Si l'on joint ces deux 
extrémités par une droite h, on aura un triangle dont le^ trois 
côtés seront d, n et h ^ et puisque 6 est l'angle compris entre les 
deux premiers, on aura, comme on le sait, 

H'r= d*-f- D* — adn cosô-, 
mais on a 

D* = X* -f- y' -f- Z% 
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et 

Substituant dans] la première équation, réduisant et déga- 
geant cos 9, il vient 



ou bien, 



cos = — ~ 9 



^ a: X Y Y z % 

cose=:~ h-, H :}•-; 

a D a V a » 



mais on a évidemment 

- == cos a, T = C09 (3, -j = cos y, 
et de même, 

- = cos A, - = COS u, - = cos V. 

Donc cos = cos a cos X 4- cos P cos jx + cos y cos v. 

Si Ton veut exprimer que les deux droites d et n sont jpec- 
tangulaires entre elles, il faut poser cos S = o, et, par consé- 
quent, 

C09 « cos X -h cos /3 cos pt -f- ços y cos v s= o^ 

ce que nous avions supposé au n° 110, 

114. Actuellement changeons les lettres X, jcx, v, en a', |3', y', 
'et considérons une force R dirigée suivant la première droite. 
Cette force estimée suivant la seconde, ou projetée sur elle, 
donnera pour sa projection, que je nomme R', R^ = R cos 6, 
et, p%r conséquent^ 

R' = R cos a cos o/ -H R cosjS cos j3' -f- R cos y cos y'. 

Mais R cos a, R cos |3, R cos y expriment les trois compo- 
tsantes de la force R suivant les trois axes ] donc, si Ton nomme 
X, Y, Z ces composantes, on aura plus simplement 

R' = X cos a' -f- Y cos/5' -h Z cos /. 
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Ce qui nous fait voir que, pour estimer suivant une direction 
différente de la Henm une force dont on connaît déjà les compo- 
santes suivant trois axes rectangulaires^ onn*a qu* à prendre la 
somme de ces composantes multipliées respectivement par les cosinus 
des angles qu* elles forment avec la direction nouvelle. 

C'est ainsi qu'en Géométrie, pour projeter une ligne sur un 
axe quelconque, on peut d'abord projeter cette ligne sur trois 
axes rectangulaires, projeter ensuite ces trois projections sur 
Taxe donné, et ajouter ensemble ces projections de projec- 
tions. 

H5. Pareillement, si l'on considère un couple dont le mo- 
ment soît représenté par une partie G prise sur son axe, et 
que ce moment décomposé par rapport à trois axes rectangu- 
laires donne les moments respectifs L, M, N, on voit, comme 
ci-dessus, que pour estimer le moment G par rapport à un 
axe nouveau qui forme, avec les trois premiers, des angles 
X', pf, i/, il n'y aura qu'à prendre la somme des moments com- 
posants L, M, N multipliés par les cosinus respectifs de ces 
angles ; de sorte qu'en nommant G' la valeur relative du mo- 
ment G, on aura 

G' = L cos V + M cos fx' -I- N cos i/. 

D'où il résulte que la somme des moments de tant de forces que 
ton voudra^ par rapport à un axe quelconque^ est égale aux 
sommes de leurs moments, par rapport à trois axes rectangle 
laireSj multipliées respectivement par les cosinus des angles que 
ces trois axes font avec le nouvel axe donné. Ce qui est un théo- 
rème tout semblable au précédent. 



96 ÉLÉMENTS 

DES CONDITIONS DE L'ÉQUILIBRE 

Lorsque te corps ou sjrstème sur lequel les forces agissent 
nest pas enlièrement libre dans [espace^ mais se trouve 
gêné par des obstacles. 

Nous allons examiner trois cas principaux auxquels il est 
facile de ramener lous les autres, comme on pourra le voir 
parla suite. 

I. 

De t équilibre dHun corps qui rCa, que la liberté de tourner en tous 
sens autour d'un point fixe» 

Les six équations de l'équilibre d'un corps ou sjrstème libre 
sont, comme nous l'avons trouvé ci-dessus, 

X=o, Y==o, Z=o, 
L = o, M = o, N = o. 

116. Supposons maintenant qu'il y ait un point fixe dans le 
système, et qu'on Fait pris pour l'origine des coordonnées. D 
est clair qu'il pourrait alors y avoir équilibre sans que ces six 
équations fussent satisfaites ^ car, quoique le point fixe soil par 
lui-même incapable dç produire le moindre effort, il peut 
néanmoins anéantir ceux des puissances dont la résultante irait 
y aboutir, et par là tenir lieu de nouvelles forces dans le sys- 
tème. 

Mais, quelles que soient les forces dont un point fixe puisse 
tenir lieu par sa résistance, il est bien manifeste qu'elles 
doivent toutes passer par ce même point 5 que, par consé- 
quent, on peut toujours les y concevoir comme composées en 
une seule, et imaginer ainsi, à la place du point fixe, une force 
unique r qui remplace sa résistance, et considérer alors le sys- 
tème comme parfaitement libre dans l'espace. 

Les six équations précédentes devront donc avoir lieu si l'on 
y introduit la nouvelle force r. 
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Or cette force, étant immédiatement appliquée à Torigine, 
fournira trois nouvelles composantes, x, t, z dans les trois 
axes et ne fournira aucun couple nouveau dans les trois plans. 
Les ^ix écpiations de l'équilibre seront donc 

X-+-x = o, Y-Hy = o, Z-4-z=o, 
L = o, M = o, N = o. 

Les trois résultantes partielles X, Y, Z pourront donc avoir 
telles valeurs qu'on voudra. Car, en supposant la r&istance 
du point fixe indéfinie dans tous les sens, les trois forces x, 
T, z prendront telles valeurs et tels signes qu'on voudra, et, 
s'^alant toujours, en quelque sorte, aux trois forces con- 
traires X, Y, Z, appliquées au même point, rendront toujours 
les trois premières équations satisfaites. 

Mais il faudra que les trois moments résultants partiels L, 
M, N soient toujours nuls d'eux-mêmes, ce qui nous fait voir 
que, pour F équilibre dHwt corps qui n'a que la liberté de tourner 
euiaur d!un point fixe, il est nécessaire et il suffit que la somme 
des moments des forces par rapport à trois axes rectangulaires 
menés par ce point soit nulle d'elle-même relativement d chacun de 
ces trois axes. 

147. Lorsque toutes les forces appliquées au corps sont pa- 
rallèles, on peut mener par le point fixe deux plans parallèles 
à leurs directions, et décomposer tous les couples dans ces 
deux plans. Il suffit donc alors, pour l'équilibre du système, 
que la somme des moments soit nulle par rapport à deux axes 
perpendiculaires à ces plans. 

Lorsque toutes les forces sont dans un même plan avec le 
point fixe, tous les couples à l'égard de ce point sont aussi 
dans ce plan ^ et il suffit alors que la somme des moments soit 
nulle par rapport à un seul axe perpendiculaire à ce plan. 

Remarque. 

118. Nous savons que les trois équations L=o, M = o, 
N = o, qui assurent, dans le cas général, l'équilibre du sys- 

7 
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tème, expriment d'une autre manière (112) que les forces ap- 
pliquées doivent avoir une résultante unique qui passe'par le 
point fixe. Donc, si Ton avait voulu partir de cette conséquence 
comme principe, c'est-à-dire regarder d'abord comme évident 
que les forces appliquées ne peuvent se faire équilibre autour 
du point fixe, à moins qu^elles n'aient une résultante unique 
dirigée vers ce point, on en aurait conclu réciproquement 
que l'on doit avoir pour l'équilibre les trois équations L=: o, 
M = o, N==05 ce qui nous aurait conduits au même résul- 
tat. 

Corollaire. 
De la pression exercée par les forces ^ur le point fixe. 

119. Quoique nous ayons supposé le point fixe susceptible 
d'une résistance indéfinie en tous sens, cependant, lorsque des 
forces données se font actuellement équilibre sur cet appui, il 
n'a besoin que d'une certaine résistance déterminée. Cette 
résistance actuelle, prise en sens contraire, est ce que l'on 
nomme la pression qu'il éprouve de la part des forces du sys- 
tème. 

Ainsi, pour calculer cette pression, on n'aura qu'à détermi- 
ner la force — r. Mais l'on a, par les équations ci-dessus, pour 
ses trois composantes — x, — y, — z dans les trois axes, 

— x=X, — Y = Y, — z = Z. 

D'où il suit que la pression est égale à la résultante de toutes 
les forces du système, transportées parallèlement à elles-mêmes au 
point fixe. 

Et c'est ce qu'il était facile de reconnaître d'abord; car le 
point fixe ne peut être pressé que par les forces qui s'y sont 
transportées parallèlement à elles-mêmes, et par les couples 
qu'elles ont formés à l'égard de ce point ; mais puisque ces cou- 
ples doivent être en équilibre d'eux-mêmes, c'est-à-dire se- 
raient en équilibre quand bien même le corps serait entière- 
ment libre, il s'ensuit qu'ils ne peuvent nullement charger le 
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point fixe, et que, par conséquent, ce point n'est pressé que par 
la résultante 'des premières forces. 

n. 

de P équilibre éFun corps qui n'a dH autre liberté q%ie celle de tour^ 
ner autour de la ligne qui joint deux points fixes. 

iSO. Soient A et B (/îjf. 36) les deux points fixes. Prenons 
AB pour l'un des trois axes, pour celui des abscisses par exem- 
ple, et le point fixe A pour l'origine. 

Quelles que soient les forces dont chacun des points fixes 
paisse tenir lieu par sa résistance, on peut toujours les con- 
oeroir comme réduites à deux forces r et r' immédiatement 
appliquées à ces points, et substituant ainsi à la place des deux 
points A et B les deux forces respectives r et r' qui remplacent 
leurs résistances actuelles, considérer le système comme par- 
tdtement libre dans l'espace. 

Les six équations de l'équilibre doivent donc avoir lien en 
y introduisant les deux nouvelles forces r et r'. 

Or la force r, immédiatement appliquée à l'origine A, don- 
nera trois composantes x, t, z dans les axes, et ne donnera au- 
cun couple dans les plans. 

La force r', appliquée en B, donnera trois composantes x', 
y', z' la première dans l'axe des abscisses, les deux autres 
dans les plans respectifs XY, XZ. La force x' qui tombe dans 
Taxe des abscisses, étant transportée à Torigine, donnera un 
couple nul; mais les deux forces Y^et z', transportées à l'ori- 
gine, donneront deux couples dans les plans respectifs XY, XZ 
adjacents à l'axe de rotation \ et les moments de ces couples 
seront (en faisant AB = a) v'a, z'a. 

Les équations de l'équilibre seront donc 

Xh-xH-x'=o, Yh-yH-y' = o, Z-f-z-^z' = o, 
L=o, M4-z'a = o, N — Y'a=o. 

Les cinq quantités X, Y, Z, M, N pourront donc avoir telles 
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valeurs qu^on voudra^ car, en supposant la résistance des 
deux points fixes indéfinie en tous sens, les quantités x, y, z, 
x', y', tJ auront telles valeurs et tels signes qu'on voudra, et 
les trois premières équations, ainsi que les deux dernières, se- 
ront toujours satisfaites. 

Mais il faudra qu'on ait toujours , pour les seules forces 
appliquées au système, l'équation L = o. Ce qui nous apprend 
que le% conditions de Féquilibre d'un corps assujetti à tourner 
autour éCun axe fixe se réduisent à ce que la somme des moments 
des forces estimés par rapport à cet axe soit nulle d'elle-même. 

Remarque. 

121. Si les deux points A et B n'étaient pas arrêtés en tous 
sens, mais pouvaient couler ensemble dans la direction AB, 
comme si on les supposait unis entre eux, et renfermés dans 
un canal infiniment étroit AB, leurs résistances x et x' dans le 
sens de Taxe des abscisses seraient nulles d'elles-mêmes, et 
l'on aurait encore l'équation X = o ; de manière que, lorsque 
le corps a la liberté de se mouvoir dans le sens de Taxe de ro- 
tation, outre la première condition énoncée ci-dessus, il faut 
encore que la somme des forces décomposées parallèlement à 
cet axe soit nulle d'elle-même. 

Corollaire. 

Des pressions exercées par les forces sur les deux points fixes. 

122. Ces pressions n'étant autre chose que les deux résis- 
tances actuelles r et r* des deux points fixes, estimées en sons 
contraires, on aura pour déterminer leurs composantes — x, 
— Y, — z ; — x', — y', — z' parallèles aux trois axes, les cinq 
équations 

X + X-f-x'=0, Y-hY4-Y'=:0, Z-|-Z-hz'=0. 

M4-z'a = o, N — Y'a = o, 
Mais comme il y a six inconnues, il parait d'abord que les 
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deux pressions — r et — r' seront indéterminées, ou du 
moins que Ton pourra disposer à volonté de Tune de leurs six 
composantes. Cependant, si Ton observe que les deux incon- 
nues — X, -^ x', n'entrent que dans la première équation, on 
voit que les quatre autres seront déterminées par les équa- 
tions restantes. En effet, l'on aura sur-le-cbamp, par les deux 
dernières équations, 

a ^ « ' 

et subsituant dans les deux précédentes, on aura 
Y^H-N Za — M 

Y= , Z= • 



Ainsi, Tindélermination ne portera que sur les deux compo- 
santes — x, — x', dont la somme seulement sera déterminée 
par la première équation X -4- x H- x' == o. 

Les deux forces — y, — z, perpendiculaires à l'axe de rota- 
tion au point A, se composeront en une seule ^y' •+- z' per- 
pendiculaire au même axe^ et qui fera avec les axes des y, z 
des angles dont les cosinus respectifs seront 



Les deiix forces — y', — z', perpendiculaires à l'axe de ro- 
tation au point B, se composeront de même en une seule 
/y'* -4- z'* perpendiculaire au même axe, et qui fera avec les 
axes des y et z des angles dont les cosinus respectifs seront 



V^y'^ + z"' v^'^^-hz" 

Ainsi les deux pressions normales à l'axe, aux points respeç^ 
tifs A et B, seront nécessairement déterminées de grandeur et 
de direction 5 et, par conséquent, les pressions absolues — r et 
— r' n'auront que cette indétermination particulière, savoir. 
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qu'il faudra tes cboisir de telle sorte qu'étant décomposées 
chacune en deux autres, l'une dans Taxe, et l'autre perpendi- 
culaire à cet axe, les deux forces normales aient les valeurs et 
les directions que nous venons de donner, et les deux forces 
situées dans Taxe fassent une somme constante égale à X. 

123. Pour voir à quoi tient cette indétermination, qui dé- 
pend de celle des deux résistances actuelles x, x' que les points 
fixes A et B doivent opposer dans le sens de la ligne qui les 
joint, on peut remarquer que ces deux points, qu'on peut sup- 
poser unis par une verge inflexible, se prêtent un appui réci- 
proque 5 de manière que chacun d'eux a toujours, ou par lui- 
même, ou par le secours de l'autre, la résistance actuelle dont 
il a besoin pour l'équilibre, pourvu que la somme de ces résis- 
tances soit suffisante. On ne peut donc pas demander, et il 
est impossible que le calcul détermine des valeurs particu^ 
Hères, pour deux résistances qui, passant tacitement, en. tout 
ou en partie, de l'un à l'autre point, se confondent en une 
seule et même résistance. 

m. 

De Véquilibre d'un corps qui s'appuie contre un plan 
inébranlable. 

124. Prenons ce plan pour celui des a?, y, que l'on nomme 
le plan horizontal; et, supposant d'abord que le corps ne s'ap- 
puie contre ce plan que par un seul point A, regardons ce 
point d'appui comme l'origine des coordonnées. 

Il est facile de voir que lorsqu'une force presse un point 
contre un plan, cette force peut toujours se concevoir comme 
décomposée en deux autres, l'une perpendiculaire au plan, et 
l'autre située dans ce plan. La première est nécessairement dé- 
truite par la résistance du plan ; car il n'y a pas de raison pour 
qu'elle meuve le point d'un côté plutôt que d'un autre dans le 
plan, et d'ailleurs elle ne peut le mouvoir à travers; mais la 
seconde obtient tout son eflTer, parce que son action ne peut 
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être altérée par la résistance d'un plan le long duquel elle 
s'exerce. Le plan résistant ne peut donc détruire que des 
forces dont les directions lui sont normales, et, par consé* 
quent, sa résistance ne peut faire naître que de telles forces 
dans le système. 

Soit donc z la résistance actuelle du point d'appui dans 
l'axe des z. Les équations de l'équilibre deviendront : 

X==:o, Y=o, Z-hz = o, 
L=o, M=o, N = o. 

Les trois dernières nous font voir (1 12) que les forces appli- 
quées au corps doivent se réduire à une seule qui passe par 
Torigine, c'est-à-dire par le point d'appui; 

Les deux premières, que cette résultante doit être verti- 
cale, c'est-à-dire perpendiculaire au plan fixe 5 

Et la troisième, Z -+- z = o, que cette résultante Z peut avoir 
une valeur quelconque, pourvu qu'elle soit de signe contraire 
à la résistance z du plan ; c'est-à-dire qu'en supposant, 
comme nous le ferons désormais, que le corps soit placé au- 
dessus du plan des jr, j^, il faut que la force Z ne soit pas posi- 
tive : sans quoi, tendant à soulever le corps au-dessus du plan, 
elle n'y ferait naître aucune résistance, et le plan ne servirait 
à rien pour l'équilibre^ de manière qu'il faudrait les mêmes 
conditions que si le système était parfaitement libre. 

125. Supposons actuellement que le corps s'appuie par un 
second point B. Prenons AB pour Taxe des x^ et le point A 
pour r origine. 

Le point A fait naître une résistance z dans l'axe même 
des z. Le point B fera naître une résistance z' dans le plan xz^ 
et donnera dans ce plan un couple dont le moment sera z'a', 
en faisant AB = a\ 

Les équations de l'équilibre seront donc 

X=o, Y = o, Z-hzH-z'=o» 
^ L=:o, M-hz'a'=o, N = o. 
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Ces équations nous font voir que l'équation de condi- 
tion XL + YM -1- ZN = o est satisfaite, ainsi que l'inégalité 
V^X* 4- Y* •+- Z' ^ o (puisque les deux résistances z et z' ne 
pouvant être supposées toutes nulles, et étant de même signe, 
la force Z ne peut être nulle). Les forces appliquées au sys- 
tème doivent donc avoir une résultante unique. 

Les deux premières équations montrent que cette résul- 
tante doit être verticale, c'est-à-dire perpendiculaire au plan 
fixe-, et la troisième, Z + z -h z'= o, qu'elle peut avoir telle 
valeur qu'on voudra, pourvu qu'elle ne soit pas positive. 

Enfin, si Ton cherche les valeurs des deux coordonnées p 
et q du point O où sa direction doit rencontrer lé plan hori- 
zontal, comme on a (108) 

M — L 

en mettant à la place des quantités L, M, Z, leurs valeurs 
tirées des équations précédentes, on aura 

^ = «'lT7'' « = **• 

Donc, puisque l'on a g = o, il faut que le point où elle ren- 
contre le plan horizontal tombe sur la ligne des abscisses, 
c'est-à-dire sur la ligne qui joint les deux points d'appui; et 

z' z' 
puisque l'on a p = o' ,? à cause de -, toujours <[i, 

z ^p- z z •"T—Z 

on a p toujours <]«', et, par c(mséquent , la direction de la 
résultante doit toujours tomber entre les deux points d'appui 
A et B. 

126. Supposons enfin que le corps s'appuie contre le plan 
par tant de nouveaux points qu'on voudra, C, D, etc., qui 
soient tous placés d'un même côté à l'égard de la droite AB, 
qui est toujours regardée comme l'axe des abscisses x. Conseil 
vant pour les deux points A et B les dénominations précé- 
dentes, nommons a'' et V^ les deux coordonnées du point C, 
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a^ et V celles du point D, et ainsi de suite. La résistance J* 
ia point C, étant transportée à Porigine, donnera deux cou- ' 
pies dans les plans verticaux XZ, YZ, dont les moments se- 
ront z"a"^ z"V'^ la résistance t!" du point D donnera de même 
deax couples dans les mêmes plans, et dont les moments 
seront i!" a'"^ tP'V^ et ainsi de suite. Les équations de l'équi- 
libre seront donc 

X=o, Y = o, Z-hz-hz'+z''4-z'"+etc. = o, 

L — z'^t'^—z'^'r— etc. = o, 

MH-z^«'-hz'V-+-z'V-|-etc, = o, N = o. 

Ces équations nous font voir d'abord, comme dans l'article 
précédent, que toutes les forces appliquées au système doivent 
se réduire à une seule, perpendiculaire au plan fixe, et dont la 
valeur ne soit pas positive. 

En second lieu, je dis que sa direction doit rencontrer ce 
plan dans l'intérieur du polygone formé par les points d'ap- 
paiA, B, C, D, etc. 

En effet, si Ton nomme, comme ci-dessus, q Toitlonnée du 
point O, où cette résultante rencontre le plan horizontal; 

connue on a 5 = -=— en mettant pour L et Z leurs valeurs 

tirées des équations précédentes, on aura 



z + z'-h z" -1- z'^-h etc. 



Or les résistances z, z', z", z"', etc., étant toutes positives, et 
les ordonnées hl'j \P' , etc., toutes de même signe, puisque les 
points C, D, etc., sont par hypothèse tous placés du même 
c6té de l'axe des abscisses, il s'ensuit que Tordonnée q sera de 
mèlne signe que ces ordonnées, et que, par conséquent, le 
point O sera , à l'égard de la ligne AB qui joint les deux 
points d'appui A et B, du même côté que les autres C, D, etc. 
Donc, puisqu'on aurait pu prendre pour l'axe des abscisses 
toute autre droite AC, BD, etc., qui, joignant deux points 
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d*appui, laisse tous les autres d'un même côté, on peut con- 
clure que le point O doit se trouver, à l'égard de chacune de 
ces lignes, du même côté que les autres points d'appui, et, par 
conséquent, doit tomber nécessairement dans Tintérieur du 
polygone formé par tous les points d'appui. 

Corollaire. 

Des pressions exercées par la résultante des forces du système 
sur les différents points d^ appui. 

127. Ces pressions, estimées en sens contraire, ne sont 
^utre chose que les résistances z, z', z^\ z"' ^ etc., dont les points 
d'appui A, B, C, D, etc., ont actuellement besoin pour Téquî- 
}ibre. On aura donc, pour les déterminer, les trois équations : 

Z -h z -h z'-+- z"^ -£" -^ etc. = o, 

L — 6''z''— 6'V— etc. = Oj 

IVH- a'z'H- a'^z'^H- a'V-H etc. = o. 

Maïs comme on n'a que ces trois équations,- avec cette seule 
condition, que les inconnues z, z', z'', z"', etc., doivent être 
toutes positives, il s'ensuit que les diverses pressions exercées 
sur le plan demeurent indéterminées lorsqu'il y a plus de trois 
appuis, et même lorsqu'il n'y en a que trois, s'ils tombent en 
ligne droite. Car, en supposant que le troisième point C tombe 
avec les deux autres A et B sur Taxe des abscisses, l'ordonnée 
h" devient nulle, et l'inconnue z" disparaissant d'elle-même 
dans l'équation L — V z"=: o, il ne reste plus que deux équa- 
tions pour calculer les trois inconnues z, z', z"^ qui sont encore 
indéterminées. 

On pourra donc, dans ce cas, se donner à volonté l'une des 
pressions, et, dans le cas général, se donner les pressions de 
tous les points d'appui, hors trois. On calculera ensuite ces 
dernières pressions par les équations précédentes; et pourvu 
que, dans les différentes hypothèses que l'on fera, le calcul ne 
mène à aucune pression positive, le problème sera toujours 
bien résolu. 
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Remarque. 

128. Mais si nous trouvoDs, d'après les principes établis ci- 
dessus, que les pressions sont indéterminées lorsqu^ii y a plus 
de trois points d'appui, d'un autre côté, en considérant à priori 
on corps appuyé contre un plan, par un nombre quelconque 
de points, et tenu en équilibre par une force normale à ce 
plan, il nous parait évident que chaque point de contact doit 
être actuellement pressé, et que, s'il est pressé, c'est avec une 
certaine force tout à fait déterminée, ce qui serait absurde au- 
tronent : et de là résulte une espèce de paradoxe qui ne parait 
pas facile à expliquer. 

Gardons-nous d'abord d'en conclure, avec d'Alembert, que 
la tbéorie connue jusqu'ici est insuffisante pour résoudre le 
problème en question ; car nous allons voir que ce problème 
est indéterminé par l'hypothèse même que l'on a faite, et que 
la théorie donne tout ce qu'on peut demander sans se contre- 
dire soi-même. 

En effet, si Ton fait attention qu'il s'agit, par hypothèse, 
d'un corps dont la figure est parfaitement invariable, on peut 
concevoir les points de contact de ce corps, comme unis entre 
eux par un plan parfaitement inflexible, lequel repose sur les 
points 6xesA,B, C, D, etc. Or, lorsqu'il y a plus de trois 
points d'appui, ou seulement trois quand ils tombent en ligne 
droite, il n'est pas difHcile de voir que certaines parties des 
pressions qu'on supposerait exercées par le plan sur ces points, 
peuvent être imaginées comme se reportant indifféremment 
des uns aux autres, de manière qu'on ne puisse demander ni ce 
qu'elles sont en elles-mêmes, ni sur quels points d'appui elles 
s'exercent de préférence, à moins de détruire l'hypothèse 
de l'inflexibilité parfaite du plan qui unit les points du 
corps. 

Ainsi {/ig. 87 ), pour nous faire mieux comprendre par un 
exemple, supposons qu'il s'agisse d'un corps appuyé par trois 
points en ligne droite, et considérons ces points comme liés 



Io8 ÉLÉMENTS 

entre eux par une verge inflexible qui repose sur les trois 
points fixes A, B, C. Quand bien même on saurait que cette 
verge est actuellement poussée aux trois points respectifs 
A, B, C, par trois forces normales P, Q, R, parallèles entre 
elles, ou ne serait pas en droit d'en conclure que les pressions 
exercées sur les points d'appui sont respectivement égales aux 
forces P, Q, R : car il serait toujours permis de concevoir dans 
les deux forces extrêmes P et R, deux parties tt et M ' qui ne 
pressent point du tout sur les appuis A et C. Si I^on prend en 
effet ces deux parties dans la raison inverse de leurs distances 
AB et CB au point B, à cause de la roîdeur parfaite de la verge, 
on peut concevoir que ces deux forces vont presser actuelle- 
ment le point d^appui B, conjointement avec la force Q5 de 
sorte qu'il y a ici une pression indéterminée u -I- u\ qu^on peut 
supposer exister indiflféremmeni, ou tout entière en B, ou, en 
deux parties u et w', sur les points A et C, sans qu'on puisse 
dire ni ce <Ju'elle est, ni où elle se trouve de préférence, â 
moins de détruire l'hypothèse de l'inflexibilité parfaite de la 
verge qui joint les points de contact du corps. 

129. Au reste, cette indétermination singulière est du même 
genre que celle que nous avons observée et expliquée au 
n*^ 123. Les pressions ou résistances actuelles dont les différents 
points d'appui ont besoin pour l'équilibre, ne sont indéter^ 
minées, dans le cas où il y a plus de trois points d'appui, ou 
seulement trois, quand ils tombent en ligne droite, que parce 
qu'il y a alors des appuis intermédiaires qui peuvent prêter aux 
appuis placés de part et d'autre certaines parties de leyrs ré- 
sistances ; de manière que, par la liaison parfaite de ces appuis, 
on ne peUt plus distinguer leurs résistances individuelfes 
d'avec celles qu'ils pourraient emprunter mutuellement les uns 
des autres. 

Et la théorie nous fait voir que, pourvu que ces points aient 
des résistances individuelles qui satisfassent ensemble aux trois 
équations données ci-dessus, de quelque autre manière per- 
mise par les mêmes équations, que l'on veuille répartir les 
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forces de pression sur ces différents points, chacun d'eux trou- 
vera toujours, ou dans sa résistance propre, ou dans sa résis- 
tance unie avec celle qu'il empruntera des autres points d'ap- 
pui, la résistance actuelle dont il aura besoin pour détruire la 
pression qu'on lui suppose. 

Il n'en est pas de même dans le cas de deux points d'appui, 
et dans celui de trois non en ligne droite : les résistances 
actuelles sont déterminées, et doivent Tètre; car chaque point 
d'appui se trouvant seul à côté de l'autre, ou, dans le second 
cas, à côté de la ligne qui joint les deux autres, il est visible 
qu'il ne peut avoir que sa résistance propre, et ne pourrait 
pas en emprunter des appuis voisins, si elle n'était pas 
suflBsante. 

♦ 130. Le paradoxe que nous venons de résoudre est d'autant 
plus frappant, que, dans la nature, les pressions exercées par 
\e» corps aux différents points de contact sont nécessairement 
déterndnées dans tous les cas, ce qui serait absurde autre- 
ment. 

Mais tous les corps sont plus ou moins flexibles et élasti- 
ques; et lorsqu'ils sont pressés les uns contre les autres par 
différents points situés dans le même plan, la pression totale 
se distribue d'une manière particulière en vertu de ces pro- 
priétés physiques, et des trois équations données ci-des- 
sus (127), auxquelles les pressions individuelles doivent tou- 
jours satisfaire : or il faudrait savoir tenir compte de ces 
propriétés, pour trouver en tout autant d'équations qu'il y a de 
points de contact, et connaître par là les diverses pressions ; et 
c'est une question très-délicate de Physique, que nous ne cher- 
cherons pas à discuter ici. 

131. Ce que nous avons dit sur l'équilibre d'un corps qui 
s'appuie contre un seul plan peut aisément s'appliquer à un 
corps qui s'appuierait contre plusieurs plans à la fois. Chacun 
de ces plans fera naître aux différents points de contact des 
résistances normales à sa surface ; et, en introduisant dans les 
six équations de l'équilibre ces nouvelles forces indéterminées, 
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on parviendra facilemenl aux conditions que doivent remplir 
les forces immédiatement appliquées . 

132. Si le corps s'appuie en différents points contre une ou 
plusieurs surfaces courbes quelconques, on pourra supposer 
qu'il s'appuie sur les plans tangents menés aux surfaces en ces 
points. Ainsi, connaissant les équations de ces surfaces^ on 
«herchera celles des plans tangents ou des normales aux divers 
points de contact : on introduira dans les équations de l'équi- 
libre autant de forces indéterminées, dirigées suivant ces nor- 
males, et le problème reviendra au précédent. 
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CHAPITRE IIL 

DES CENTRES DE GRAVITÉ. 



Jusc{u^à présent nous avons fait abstraction de la pesanteur 
des corps 5 nous allons voir ici comment on peut avoir égard à 
cette propriété générale de la matière, afin d'appliquer les 
principes établis ci- dessus à l'équilibre des corps, tels qu'ils 
sont dans la nature. 

I. 

\33. On nomme pesanteur ou gravité cette cause inconnue 
qui fait descendre les corps vers la terre, lorsqu'ils sont aban- 
donnés à eux-mêmes. 

La pesanteur étant une cause de mouvement, on peut la 
considérer comme une force. 

Cette force pénètre les parties les plus intimes des corps^ 
et agit également sur toutes leurs molécules ; car l'expérience 
prouve que^ dans le vide, des corps quelconques de masses 
inégales, une balle de plomb par exemple, et le duvet le plus 
l^er, tombent de la même hauteur avec la même vitesse ; d'où 
l'on doit conclure que les molécules d'un corps qui tombe 
descendent toutes de la même manière que si elles étaient 
simplement contîguës, sans être liées les unes aux autres* 
Ainsi, l'action de la pesanteur s'exerce sur toutes les molé-> 
culés d*un corps, et se fait sentir également à chacune 
d'elles. >^ 

. Cependant l'intensité de la pesanteur n'est pas rigoureuse» 
ment la même pour une même molécule placée dans des lieux 
différents par rapport au globe terrestre : elle varie à la sur- 
face de la terre, depuis l'équateur, où elle est la plus petite^ 
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jusqu'au pôle, où elle est la plus grande : de plus/elle dimi- 
nue h la même distance de Féquateur, à mesure que la molé- 
cule s'éloigne davantage du centre de la terre 5 et l'on sait 
qu'elle décroît toujours dans le même rapport que le carré de 
cet éloignement augmente. Mais pour les molécules des corps 
que l'on considère ordinairement en Statique, il n'y a pas 
assez de différence entre leurs distances à l'équateur, ou au 
centre de la terre, pour que les variations de la pesanteur y 
soient sensibles. Ainsi, Ton est autorisé à regarder la pesan- 
teur comme une force constante. 

La direction de la pesanteur est fort bien représentée par 
celle d'un fil à plomb en équilibre, ou par la perpendiculaire 
à la surface des eaux tranquilles. 

Celte direction dans le lieu que l'on considère se nomme la 
verticale^ et tout plan perpendiculaire à la verticale se nomme 
le plan horizontaL 

La surface de la terre, ou plutôt celle des mers, étant k peu 
près sphérique, les directions de la pesanteur vont à peu près 
concourir au centre du globe. Ainsi, à mesure que l'on chemine 
sur la terre, la verticale change aussi bien que le plan hori- 
zontal : mais comme les distances dont il s'a^t ordinaireùient 
dans la Statique sont très-petites à l'égard du rayon de la terre, 
qui a près de i5oo lieues, les directions de deux verticales peu 
éloignées, qui vont à peu près concourir à cette distance, 
peuvent être regardées comme parallèles, sans «Teur sensible. 

Nous considérerons donc toutes les molécules égales d'un 
corps pesant, comme sollicitées par de petites forces ^ales, 
parallèles et de même sens, et nous pourrons appliquer aux 
forces qui proviennent de la gravité tout ce que nous avons dit 
des forces parallèles appliquées à un assemblage de points liés 
«ntre eux d'une manière invariable* 

134. Et d'abord nous en conclurons que la résultante de 
toutes les forces parallèles de la pesanteur leur est parallèle, c'est- 
Vr'dire est verticale i 

En second lieu, qu'e/te est égale à leur somme. 
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La quantité de cette résultante est ce que Ton nomme le 
poids du corps ^ d^où Ton voit que le poids d'un corps est pro- 
portionnel au nombre des molécules qui le composent^ ou à la 
quantité de matière qu il renferme, et que l'on nomme sa 
masse. Ainsi, Ton distinguera le mot de pesanteur ou graviiéy 
d'avec celui de poids» La pesanteur désigne, comme nous Ta* 
Tohs dit, la cause qui attire les corps vers la terre ; mais le poids 
d&igne la force particulière qui en résulte pour cbacun d'eux ; 
force qui est proportionnelle à leur masse, et égale à Feffort 
qu^il faudrait employer pour les soutenir. 

135. En troisième lieu, comme nous avons vu que pour les 
forcer parallèles, appliquées à différents points, il y a un centre, 
c'est-à-dire un point unique par lequel passent continuelle- 
ment leurs résultantes successives, lorsque Ton incline succes- 
sivement tout le groupe de ces forces dans diverses positions, il 
s'ensuit qu'il existe toujours, pour un corps pesant, un point 
umque par lequel passe continuellement la direction du poids, 
lorsque l'on tourne successivement le corps dans diverses po- 
sitions à l'égard du plan horizontal. En effet, dans les diverses 
situations qu'on lui donne, les forces de la pesanteur qui ani- 
ment toutes les molécules ne cessent pas d'être les mêmes, 
d'agir aux mêmes points, et d'être parallèles, et, par consé- 
quent, leurs résultantes successives ne cessent pas de se couper 
en un inème point. 

Ce point unique, par lequel passe toujours la direction du 
poids, quelle que soit la position du corps à l'égard du plan 
horizontal, se nomme le centre de gravité. 

136. Si le centre de gravité d'un corps est fixe, il est clair 
que ce coips sera, en équilibre autour de lui dans toutes lea 
situations; c'est-à-dire que si, le faisant tourner autour de ce 
point, on l'amène dans une situation quelconque, et qu'on l'y 
laisse, le corps y demeurera ; car, dans toutes ces positions, la 
résultante des forces de la pesanteur passera toujours par le 
même point fixe, et son effet sera détruit. C'est pour cela que 
plusieurs auteurs ont défini le centre de gravité un point tel, 

8 • 
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que^ s'il était fixé, le corps demeurerait eu équilibre dans 
toutes les positions possibles autour de ce point ; mais il est 
plus convenable de faire voir à priori qu'il y a toujours pour 
chaque corps un tel point, et , par conséquent, de montrer 
qu'il y a un centre de gravité, avant de définir le centre de 
gravité lui-même. 

137. Puisque le centre de gravité d'un corps n'est autre 
chose que le centre des forces parallèles de la pesanteur, appli- 
quées à toutes les molécules de ce corps-, comme toutes ces 
forces sont supposées égales, il suit du n° 87 que la distance 
dû centre de gravité à un plan quelconque est égale à la moyenne 
distance de toutes les molécules du corps au même plan. Par consé- 
quent, la position de ce centre dans les corps ne dépend nulle- 
ment de la gravité, mais seulement de la manière dont toutes 
lès molécules sont disposées les unes à l'égard des autres. 

Aussi quelques géomètres ont-ils cru plus convenable, de 
nommer le centre de gravité, le centre de masse, ou le centre dé 
figure^ mais nous conserverons ici l'autre dénomination, 
comme étant plus usitée, et comme rappelant mieux l'usagé 
que l'on fait de ce point dans la Statique. 

138, Comme on peut toujours concevoir qu'à toutes les 
forces de la pesanteur qui animent les molécules d'un corps, 
on ait substitué leur résultante générale, qui produit absolu^ 
ment le même effet, on peut considérer le centre de gravité 
d'un corps comme un point où toute la masse de ce corps est 
réunie et concentrée. Ainsi, dans la solution des problèmes, 
si Ton veut avoir égard à la pesanteur, on pourra regarder 
chaque corps comme réduit à son centre de gravité, qu on sup- 
posera sollicité par une force égale et parallèle à son poids ; et, 
combinant ensuite ces nouvelles forces avec celles qui sont 
immédiatement appliquées au système, on trouvera les condi- 
tions de l'équilibre d'après les principes donnés dans les cha- 
pitres précédents, comme si tous les corps du système étaient 
dépourvus de pesanteur. . 

. Il ne s'agit donc plus actuellement que de savoir déterminer 
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les centres de gravité des difiérents corps ou assemblages de 
corps qui peuvent se présenter. 

i39. Lorsqu'on peut considérer le corps ou le système 
comme composé de parties dont on connaît en particulier les 
centres de gravité et les poids respectifs, il est très- facile de 
déterminer le centre de gravité de ce corps ou système. 

.Car ce centre n'étant autre chose que le point d'application 
de la résultante générale des forces de la pesanteur appliquées à 
toutes les molécules, on peut concevoir que , pour le détermi- 
ner, on a d'abord cherché les points respectifs où sont appli- 
quées les résultantes partielles des forces qui agissent sur 
chaque corps, et qu'ensuite on a cherché le point d'application 
de la résultante générale de ces diverses résultantes. 

Donc, si l'on connaît déjà les centres de gravité respectifs des 
différents corps, on n'aura qu'à supposer appliquées à ces 
points des forces parallèles et respectivement égales aux poids 
de ces corps, et Ton trouvera le centre de gravité du système 
absolument de la même manière que l'on trouverait le centre 
de ces forces parallèles. 

On pourra donc employer dans cette recherche, ou la com- 
position successive des forces, comme au h° 29, ou la théorie 
dès moments, comme au n^ 86. 

£t puisque la distance du centre des forces parallèles à un 
plan se trouve en divisant la somme des moments des forces, 
]^8 par rapport au plan, par la somme de toutes .les forces, il 
s'ensuit : 

Que la distance du centre de gravité d!un système quelconque 
de corpSy à uipplan, est égale à la somme des moments de leurs 
poids, par rapport au plan, divisée par la somme de tous les poids : 
on (conmie les masses sont proportiobnelles afux poids) égale à 
la somme des moments des masses, divisée par ta somme de toutes 
les masses; en entendant par le moment d'une masse, le pro-^ 
duît de cette massé par la distance de son centre de gravité au 
plan que l'on considère. 

En calculant ainsi les dislances du centre de gravité à trois 

8.. 



Ilti ÉLÉMENTS 

plans qiielconques , qu'on pourra supposer rectangulaires 
entre eux pour plus de simplicité, on trouvera facilement la 
position de ce point dans l'espace. 

140. Dans le cas où toutes les; masses du système sont égales, 
on trouve sur-le-champ la distance du centre de gravité à un 
plan quelconque, en prenant la moyenne distance des centres 
de gravité de tous les corps à ce plan. 

i41 , Lorsque le plan par rapport auquel on estime les mo- 
ments passe par le centre de gravité du système, la distance de 
ce centre au plan est nulle ^ et, par conséquent, la somme des 
moments des masses, pris par rapport à un plan qui passe par 
te centre de gravité du système, est toujours égale à zéro. 

C'est-à-dire que la somme des moments des masses qui sont 
d'un même côté du plan est égale à la somme des moments des 
masses qui sont de l'autre côté. 

Et réciproquement, ior$9t«e la somme des moments des masses, 
par rapport à. un plan, est égale à zéro, le centre de gravité du 
système est dans ce plan. 

Caria distance de ce centre au plan est nulle. 

142. Il résulte de là que si les centres de gravité de tous les 
corps que l'on considère sont dans un même plan, le centre de 
gravité du système sera aussi dans ce plan ; et que si les centres 
de gravité des corps sont sur une même ligne droite, le centre 
de gravité sera aussi sur cette droite. 

Car, dans le premier cas, tous les corps ayant leurs centres 
de gravité dans un même plan, les moments de leurs masses 
par rapporta ce plan sont tous nuls; la distance du centre de 
gravité du système à ce plan est donc nulle aussi , et, par con- 
.séquent, ce centre est dans le même plan. 

Dans le second cas, tous les centres de gravité étant en ligne 
droite, si Ton fait passer deux plans quelconques par cette 
jdroite, les centres de gravité des différents corps seront à la 
fois dans ces deux plans. Le centre de gravité du système y sera 
donc aussi, et, par conséquent, ne pourra se trouver que dans 
leur intersection,, qui est la droite proposée. 
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Au reste, les deux dernières conséquences que nous venons 
d énoncer paraîtront évidentes d'elles-mêmes, en se représen- 
tant que l'on cherche le centre de gravité du système par la 
composition successive des forces ou poids*appliqués aux cen- 
tres de gravité respectifs des différents corps. 

143. Lorsque tous les centres de gravité des corps sont dans 
un même plan, comme le centre de gravité du système se trouve 
déjà dans un plan connu, il suffit, pour déterminer sa position, 
de chercher ses distances à deux autres plans. Or, si on les 
prend, pour plus de simplicité, tous deux perpendiculaires sur 
le premier, les distances des différents centres de gravité à ces 
deux plans seront les mêmes que leurs distances aux traces de 
ces plans sur le premier. 

Donc , si dam le plan qui contient les centres de gravité de dif- 
férents corps y on tire deux droites ou axes quelconques non parai- 
Uiet, on aura les distances respectives du centre de gravité du sys- 
tème à ces deux droites, en prenant les sommes respectives des 
moments de toutes les masses, par rapport à ces droites, et divisant 
par la somme de toutes tes masses. 

(Ayant soin de regarder pour chaque droite, comme positifs, 
tous les moments des masses qui sont d'un même côté de cette 
ligne, et comme négatifs les moments de celles qui sont de 
Tautre côté.) 

On trouvera de cette manière à quelle distance, et de quel 
cbié, le centre de gravité du système est placé à l'égard de ces 
deux axes \ et menant alors,. aux deux distances trouvées, deux 
parallèles à ces axes, le centre de gravité sera à leur intersec- 
tion même. 

144. Lorsque les centres de gravité de tous les corps sont 
en ligne droite, comme le centre de gravité du système se trouve 
déjà sur une ligne connue , il suffit , pour le déterminer, de 
chercher sa distance à un seul plan. Or, si on le prend, pour 
plus de simplicité, perpendiculaire sur la ligne des centres, les 
distances des centres de gravité respectifs à ce plan seront les 
mêmes que leurs distances au point où le plan coupe la ligne. 
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Donc, lorsque plusieurs corps ont leurs centres de gravité res-- 
pectifs sur une même droite, la distance du centre de gravité du 
système^ à un point quelconque pris sur cette droite^ est égale à la 
somme des momenis^des masses, par rapport à ce point, divisée 
par la somme de toutes les masses. 

(En prenant avec un même signe tous les moments des 
masses qui sont d'un même côte à l'égard du point, et avec le 
signe contraire les moments de celles qui se trouvent de l'autre 
côté.) 

On saura alors à quelle distance, et de quel côté, le centre 
dé gravité du système est placé à l'égard du point que Ton a 
choisi, et si l'on porte ensuite de ce côté, et à partir du point, 
una longueur égale à la distance trouvée , l'extrémité de cette 
longueur marquera sur la ligne le centre de gravité lui-même. 

145» On voit donc combien il est facile de trouver le centre 
de gravité d'un corps ou système, lorsqu^on connaît ceux des 
différents corps qui le composent; il nous reste à voir comriient 
on obtiendrait lés centres de gravité des corps qui ne seraient 
pas susceptibles d'une pareille décomposition. 

A la vérité, comme on peut toujours regarder un corps 
comme un assemblage de points matériels qui sont eux-mêmes 
leurs propres centres de gravité , il s'ensuit qu'on peut leur 
appliquer la méthode précédente, et qu'on aura généralement 
la distance du centre de graivité d'un corps quelconque à un 
plan, en prenant la somme des moments de toutes les parti- 
cules de ce corps, par rapport au plan, et divisant par la somme 
de ces particules, ou, ce qui est la même chose, en divisant par 
la masse totale du corps. Mais la solution générale de cette 
question dépend du calcul intégral ; et l'on en peut voir, dans 
presque tous les Traités dé Mécanique, des applications .très- 
simples, et qui n'ont d'autres difficultés que celles du calcul 
intégral lui-*même. 

Cependant, comme il existe des considérations élémentaires 
trèa-élégantes qui conduisent à la détermination des centres de 
gravité pour la plupart des corps dont il est question dans la 
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Géométrie, nous nous bornerons à celle recherche, qui rein» 
plit Tobjet que nous avons en vue, et qui ne nous écarte point 
de nos Eléments. 

Ii6. D'après ce que nous avons dit (137), la position du 
centre de gravité dans un corps ne dépend que de la manière 
dont toutes les molécules de ce corps sont disposées les unes à 
regard des autres. Elle dépend donc de deux choses : i" de la 
figure du corps ou de celle de l'espace qu'il occupe -, 2" de la 
densité relative de ses différentes parties. On voit bien, en effet, 
que si, la figure et le volume restant les mêmes, les molécules 
viennent à s'écarter les unes des autres dans une certaine partie 
du corps, de manière qu'elles se rapprochent davantage dans une 
autre, les forces qui agissent sur elles n'étant plus réparties de 
la même manière, la position de la résultante générale chau- 
géra, et, par conséquent, celle du centre de gravité du corps. 
Mnn, dans la détermination de ce point, il faudrait avoir 
éptrd^ non-seulement à la figure du corps, mais encore à la loi 
suivant laquelle la densité varie dans toute son étendue. 

Mais si , pour résoudre plus simplement la question , ou 
suppose d'abord les corps parfaitement homogènes, ou uni- 
formément denses en tous leurs points, la position du centre 
de gravité ne dépendra plus que de la figure, et la recherche 
des centres de gravité deviendra un simple problème de Géo- 
métrie. 

G^est dans cette hypothèse de corps parfaitement homogènes, 
que l'on détermine ordinairement les centres de gravité des 
lîgfkiès, des surfaces et des solides qui sont soumis à* une descrip 
don rigoureuse, et que Ton regarde comme doués d'une pesan- 
teur uniforme en tous leurs points*, et quoique ce problème 
puisse paraître, au premier coup d'œil, de pure spéculation, il 
est facile de voir qu'il est, en Statique, ce que la quadrature 
des aires, ou la cubature des solides est en Géométrie. Comme 
les résultats que la Géométrie nous donne sont d'autant plus 
exacts dans l'application, que les figures sont plus semblables 
à celles que la Géométrie suppose, ainsi dans la détermination 
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des centres de gravité on trouvera ces. points d'autant plus 
près des lieuic que la théorie leur assigne^ que les corps seront 
d'une substance plus homogène, plus uniformément répandue, 
et terminés par des surfaces plus parfaites. 

n. 

DES CENTRES DE GRAVITÉ DES FIGURES. 

Lemme. 

f47. Touie figure dam laquelle il se trouve un point tel, qu^un 
plan quelconque mené par ce point coupe la figure en deux parties 
parfaitement symétriques, a son centre de gravité en ce points que 
Von nomme ordinairement le centre de la figure. 

En effet, si l'on fait passer un plan quelconque par le centre 
de la figure, comme ce plan la coupe en deux parties parfaite- 
ment symétriques, il n'y a pas de raison pour que lé centre 
de gravité, qui est un point unique, et dont la position ne dé- 
pend que de la figure, se trouve d'un côté de ce plan plutôt que 
de l'autre 5 donc.il sera dans ce plan : le centre de gravité de- 
vant donc se trouver à la fois dans tous les plans que l'on 
pourrait conduire par le centre de figure , sera en ce point 
même, qui est la commune intersection de tous ces plans. 

148. Il résulte de là : i^ Que le centre de gravité d'une ligne 
droite est au milieu de sa longueur *, 

2^ Que le centre de gravité de Taire d'un parallélogramme 
quelconque est à l'intersection de ses deux diagonales , ou au 
milieu de l'une d'elles ; 

3*^ Que le centre de gravité de la solidité d'un parallélipipède 
est à l'intersection de ses quatre diagonales , ou au milieu de 
l'une d'elles. 

On pourrait encore en conclure que le centre de gravité du 
contour ou de l'aire d'un cercle est au centre de ce cercle ^ que 
le centre de gravité de la surface ou de la solidité d'une sphère 
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est au centre de cette sphère ; que celui de la surface ou de la 
solidité d'un cylindre à bases parallèles est au milieu de son 
axe; etc» 

Mais dn remarquera surtout les trois premiers corollaires 
sur les centres de gravité de la ligne droite, du parallélogramme 
et du parallélipipède, parce que l'on peut regarder ces figures 
comme les déments de toutes les autres. 

Problème I. 

149. Trouver le centre de gravité du contour âun polygone 
gu^tcangue, et, en général, d'un assemblage de droites disposées 
eoimne an voudra dans V espace. 

On r^ardera chaque droite comme concentrée en son 
centre de gravité, lequel est au milieu de sa longueur; et l'on 
n'aura plus à considérer qu un assemblage de points repré- 
lenlés, pour leurs poids respectifs, par les longueurs des lignes 
dont ils sont les centres de gravité. 

On. trouvera donc le centre de gravité du système par la com- 
position successive de ces poids, ou parla théorie des moments, 
comme il a été dit plus haut. 

150. On pourra souvent, par des considérations particu-- 
lières, déterminer les centres de gravité plus facilement que 
par la méthode générale. 

S'il s'agit, par exemple, de trouver le centre de gravité du 
contour d'un triangle, on n'aura qu'à joindre les milieux des 
trois côtés par trois lignes, ce qui formera un triangle sem- 
blable au triangle proposé-, et, partageant les angles de ce 
triangle en deux parties égales par des droites, ces droites s6 
couperont au centre de gravité cherché. 

C'eslrà-dire que le centre de gravité ducontour d'un triangle 
n'est autre chose que le centre du cercle inscrit au triangle 
formé par les lignes qui joignent les milieux des trois côtés. 
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Problème IL 

151. Trouver le centre de gravité de Faire d'un polygone quel'- 
conque^ et, en général, d'un assemblage de figures planes et recti- 
lignes disposées comme on voudra dans -T espèce. 

Tous les polygones pouvant se décomposer en triangles^ 
nous allons voir d'abord comment on- trouve le centre de gra- 
vité d'un triangle quelconque. Après quoi, prenant les centres 
de gravité de tous les triangles qui composent le système pro- 
posé, nous n'aurons plus à considérer qu'un assemblage.de 
points donnés dé position, et dont les poids respectifs seront 
représentés par les aires des triangles dont ils sont les centres 
de gravité ; et le problème se résoudra comme le précédent. 

Du centre de gravité du triangle. 

152. Soit ABC (fig. 38) le triangle proposé : considérons sa 
surface comme composée d'une infinité de tranches parallèles 
à la base BC. Il est visible que la ligne droite AD, menée du 
sommet A au milieu D de la base, divisera toutes ces tranches 
en deux parties égales. Leurs centres de gravité respectifs seront 
donc tous sur la droite AD, et, par conséquent, celui de leur 
système, c'est-à-dire celui du triaqgle, y sera aussi. 

Par un raisonnement tout à fait semblable, on ferait «voir 
que le centre de gravité du triangle doit aussi se trouver sur la 
ligne BE qui serait menée du sommet de l'angle B au milieu E 
du côté opposé AC. 

Le centre de gravité, devant donc se trouver à la fois sur 
les deux lignes AD, BE, sera nécessairement à leur intersec^^ 
tion C. 

Mais si l'on joint DE, puisque les points D et E sont les 
milieux respectifs des côtés CB, CA, la droite DE sera paral- 
lèle à AB et en- sera la moitié. Or, si DE est moitié de AB, à 
cause des triangles semblables DGE, AGB, le côté DG sera 
aussi moitié de son homologue AG. 

Donc, DG sera le tiers de AD, et AG en sera les deux 
tiers. 
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Donc, le centre de gravité de taire d'un triangk quelconque e$t 
situé sur une ligne menée de F un quelconque des trois angles au 
milieu de la base- opposée, et se trouve au tiers de cette ligne à 
partir de la base, ou aux deuœ tiers à partir du sommet de 
tangte. 

La démonstration précédente est si naturelle et si simple, 
que nous ^^avons pas cru devoir Tomettre ici. On pourrait lui 
donner toute la rigueur possible^ au moyen de cette méthode 
connne, dont les exen£ples sont si multipliés dans les éléments 
de Géométrie ; mais le lecteur peut y suppléer. 

Au reste, voici une démonstration nouvelle qui ne laisse 
rien à désirer du côté de Texactitude. 

1S3. Par le milieu D de la base BC du triangle ABC {fig. Sp), 
menés aux deux autres côtés les parallèles DE, DF, qui les 
rencontrent en E et F : le triangle proposé sera décomposé 
ea VA ^rallélogramme AEDF, et deux triangles DEC, DF6, 
parfaitement égaux entre eux, et semblables au premier. 

Le mioment du triangle ABC, par rapport à une ligne quel- 
conque menée dans son plan^ sera donc égal à la somme des 
momentt du parallélogramme et des deux triangles. 

Soit a Taire d'un de ces triangles, 4 ^ sera celle du triangle 
proposé. Donc, si l'on nomme x la distance du centre de gra-- 
Tité de ce triangle à la base BC, on aura 4<3^pour son moment 
pur rapport à cette ligne. 

Soit'h la hauteur du triangle; - sera la distance du centre 
de gravité du parallélogramme à la base ; et comme son aire 
est a a, son moment sera 2 a X -^ c'est-à-dire ah. 

Ensuite, les deux triangles BFD,DEC ont visiblement leurs 
centres de gravité à même distance de la base BC ; donc, si 
f on nomme a/ cette distance, la somme de leurs moments sera 
aoo/. 

On aura donc 4 ««^ = «^ 4- 2 «a/ , ou bien , en divisant 
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par 4a> 

42 

Si l'on supposait, avec Ârchimède, que, dans les triangl 

semblables, les centres de gravite sont des points semblabl 

ment placés; alors, comme les dimensions du triangle 6FD < 

DEC sont moitiés de celles du triangle ABC, on aur 

4* 
j/ = - *, et substituant dans Téquation précédente, on trou^ 

rait sur-Ie-cbamp 

h 
3 

Ce qui fait voir que le centre de gravité du triangle se trou 
placé au-dessus de chaque côté , à une distance égale au tiers 
la hauteur de Tangle opposé, et que, par conséquent, il est 
point déterminé ci-dessus. 

Mais on peut parvenir à cette conclusion sans aucune hy{ 
thèse : car, puisque Ton a trouvé pour le triangle ABC, 

X=is 7 . Ah j 

4 ^ 

X étant la distance de son centre de gravité à la base BC, el 
la distance du centre de gravité du triangle BFD à sa base B 
en imaginant que Ton fasse, dans le triangle BFD, la même o 
struction que Ton a faite dans le triangle ABC, si Ton nom 
od' la distance analogue à celle qu'on a nommée a/, et si 1 
observe que la hauteur du nouveau triangle est deux fois p 
petite que celle du premier, on aura 

42 2 
Et continuant la même construction, on trouvera 

etc., etc., 
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x'^ x"j etc., désignant les distances des centres de grayité à la 
base dans les triangles successifs, distances qui diminuent sans 
cesse, et dont la dernière peut être rendue moindre que toute 
grandeur donnée, puisqu'elle est toujours plus petite que la 
hauteur du triangle dans lequel on la considère. 

On aura donc, en substituant successivement dans la pre- 
mière équation, à la place de a/^ a/\ oi" ^ etc., leurs valeurs, 

dottâ?=: 7* Ce qu*il fallait démontrer. 

Remarque. 

154. Soient trois masses égales ayant leurs centres de gra- 
vité situés aux trois angles respectifs du triangle ABC [fig, 38). 
Le centre de gravité de ces trois corps sera le même que celui du 
triangle. 

Car, pour trouver celui des trois corps, il n'y a qu'à prendre 
d'abord le centre de gravité de deux quelconques d'entre eux, 
celai des deux corps B et C par exemple, lequel est au poiiit D, 
milieu de BC; ensuite joignant DA, on n'a qu'à diviser cette 
droite au point G dans la raison réciproque de 2 à i . 

Or cette construction donne aussi le centre de gravité du 
triangle, ABC. 

Il résulte de là et du n^ 140, que la distance du centre de 
gravité d'un triangle à un plan situé d'une manière quelconque 
dans ^espace, est égale à la moyenne distance, de ses trois 
angles au même plan. 

G&MTe de gravité du trapèze. 

155« Si l'on prolonge jusqu'à leur rencontre les deux côtés 
du trapèze, on forme deux triangles semblables de même som- 
met, et qui ont pour bases les deux bases du trapèze ; et comme 
la ligne qui va du sommet commun au milieu de la base infé- 
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rîeure passe au milieu de la base supérieure, il s'ensuit qui 
cette ligne passe à la fois par les centres de gravité des deu: 
triangles, et, par conséquent, par celui du trapèze qui en est L 
diilérence. Le centre de gravité du trapèze est donc sur la Ufjm 
qui joint les milieux de ces deux bases parallèles : ainsi il éI 
reste qu'à trouver sa distance à Tune ou à Tautre de ces baseï^ 
ou, si l'on veut, le rapport de ces deux distances. ' 

Nommons x la distance inconnue de ce point à la base iuSti 
rîeure, et H et ft les hauteurs des deux triangles semblables. || 
l'on représente par H* l'aire, ou le poids du grand triangle, Ifi 
sera le poids du petit, et H* — A* celui du trapèze. Le momefd 
du premier de ces poids, par rapport à la base inférieure, sera 

T¥ / h \ ' 

donc H*. Y? ^® moment du second sera h^ (--|-H — ii),et 

le moment du troisième (H" — h^) x. Ainsi, en égalant le pitN 
mier de ces moments à la somme des deux autres, on aui%^ 
pour déterminer a?, l'équation I 

Si l'on cherche de même la distance y du centre de graviH 
à la base supérieure, où si l'on observe simplement que eettfc 
distance y est formée de (H — h) diminuée de x^ on trcdî* 
vera 

3 (H*— A')y = /i* — 3H«/i+2H». 

Comparant ces deux équations membre à membre, et ôtant, 
d'une part, le facteur commun 3 (H* — A*), et, de l'autre, lé 
facteur commun) (H — A)*, on trouvera, pour le rapport 
cherché, 

xlyiiE-h Q^h:h-h aH^ 

ou bien, mettant à la place des hauteurs H et h des triangles, 
leurs bases 6 et 6 qui sont dans le même rapport, on aura }a 
proportion 

x:y ::B-f-26:6-f.aB, 
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(1 OÙ résulte ce thébrème : 

Le eetUre de gravité Hun trapèze est sur la ligne qui va du mi- 
lieu de rune de ses bases au milieu de Vautre^ et il coupe cette 
Kgne dans le rapport des deux sommes qu'on trouve, en ajoutant 
itmcôié, à la première hase, deux fois la seconde , et, d'un autre 
fAHyàla seconde hase^ deux fois la première. 

On peut lîrer de là cette construction très- simple : Prolon- 
geu, vers la droite, l'une des deux bases, d'une longueur égale 
aTautre; et celle-ci, vers la gauche, d'une longueur égale à 
la première ; et menez la ligne qui joint les extrémités de ces 
deux prolongements ; elle coupera celle qui joint les milieux 
des deux bases au centre de gravité du trapèze. 

On peut remarquer que la proportion précédente ne dépend 
point de la hauteur du trapèze, mais uniquement du ^rapport 
des deux bases, de sorte qu'elle est la même pour tous les tra- 
pizes possibles de bases proportionnelles. 

Si les bases sont égales, on sl x = y\ ce qui doit être, car 
Je trapèze est alors un parallélogramme, dont le centre est 
qg[alement éloigné de ces deux bases opposées. 

Si l'une des bases 6 devient nulle, on a y = 20:5 et, en effet, 
le trapèze devient un triangle dont la base est B, et dont le 
centre est deux fois plus près de la base que du sommet. 

Problème III . 

156. Trouver le centre de gravité de la solidité (fun polyèdre 
^kdnqUe, et, en général, d'un assemblage de polyèdres disposés 
comme on voudra dans t espace . * 

Tous les polyèdres pouvant se décomposer en pyramides 
triangulaires, nous allons voir d'abord comment on trouve le 
centre de gravité d'une pyramide triangulaire. Après quoi,, 
prenant les centres de gravité de toutes les pyramides qui com^ 
posent le système proposé, on n'aura plus qu'à chercher le 
centre de gravité d'un assemblage de points, représentés pour 
leurs poids par les volumes des pyramides respectives dont ils 
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sont les centres de gravite ; et le problème se résoudra comme 
il a été dit ci-dessus. 

Du centre de gravité de la pyramide. 

157. Soit ABCD (/î^. 40) une pyramide triangulaire quel- 
conque. Si nous considérons cette pyramide comme composée 
d'une infinité de tranches parallèles à la base BCD, il est 
visible qu'une droite menée de l'angle A en un point quel- 
conque de la base couperait toutes ces tranches et la base elle- 
même, en des points semblablement placés : donc, si cette 
droite est menée au centre de gravité I de la base, elle passera 
par tous les centres de gravité des tranches parallèles. Le 
centre de gravité du système de ces tranches, et^ par consé^ 
quent, celui de la pyramide, devra donc se trouver sur la 
droite AI. 

Mais , par un raisonnement tout a fait semblable, on voit 
que le centre de gravité de la pyramide doit aussi se trouver 
sur la ligne CH qui serait menée de l'angle C au centre de 
gravité H de la face opposée : donc il sera nécessairement i 
l'intersection G de ces deux droites. 

Ainsi les deux lignes AI et CH doivent nécessairement se 
rencontrer; et c'est ce que l'on voit d'ailleurs, indépendam- 
ment de la considération du centre de gravité : car si l'on tire 
CI, cette droite ira couper le côté 6D en son milieu E, puisque 
le point I est le centre de gravité du triangle BCD 5 par la 
même raison, si l'on tire AH, cette droite ira rencontrer BD 
au même point E, et, par conséquent, les deux droites AI, CH 
seront dans un même plan, qui est celui du triangle AEC, et 
elles se couperont nécessairement. 

Actuellement, si l'on remarque que le point I est au tiers 
de EC, et le point H au tiers de EA (152), il est clair qu'en 
joignant IH, cette droite sera parallèle à AC et en sera le tiers. 
Mais si la droite IH est Id tiers de AC, à cause des triangles 
semblables IGH^ AGC, le côté IG sera le tiers de son homo- 
logue GA, ou bien sera le quart de lA, et AG en sera les trois 
quarts. 
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Donc, le centre de gravité d'une pyramide triangulaire est 
situé sur une ligne menée de fun quelconque des quatre angles 
au centre de gravité de la base opposée^ il est au quart de cette 
ligne, à partir de la hase, ou aux trois quarts, à partir du som^ 
met de Vangle, 

Remarque. 

1S8. On peut aussi appliquer à la pyramide triangulaire 
une démonstration analogue à celle que Ton a donnée pour le 
triangle. 

Mais pour cela considérons d'abord le prisme triangulaire : 
soit ARCàbc {fig. 4i) le prisme. Par le milieu E du côté AB 
de sa base ABC, conduisons deux plans EF/, EDd parallèles 
aux faces respectives BCc6, ACca, Nous décomposerons ce 
prisme en deux autres, et un parallélipipède. 

Si Ton nomme a la solidité de l'un de ces deux prismes, les- 
quds sont parfaitement égaux, on aura 4^ pour celle du 
prisme proposé, et la pour celle du parallélipipède. 
* Cela posé, soit x la distance du centre de gravité du prisme 
total à la face BA ab ; on aura 4 o>^ pour son moment par rap- 
port à cette face. Soit de même, pour les deux prismes par- 
tiels, x' les distances de leurs centres de gravité au tnème 
plan, distances qui sont parfaitement égales entre elles; on 
aura rïax' pour la somme de leurs moments. Enfîn^ nommant h 
la hauteur de l'arête Ce au-dessus de plan parallèle BAab, le 

moment du parallélipipède sera évidemment 2a-» ou simple- 
ment ah. On aura donc 4 «^ = «^ -+- ^ax\ et, par conséquent, 

h x' 

«= -, + ^5 et si l'on applique mot à mot tout ce qu'on a 

dit (i53), on trouvera ^ = ^• 

Cp qui fait voir que le centre de gravité d'un prisme trian- 
gulaire est, à l'égard de chaque face, au tiers de la hauteur de 
Farète parallèle à celle face; d'où il est facile de conclure 
qu*il est sur la ligne G9, qui joint les centres de gravité des 

9 
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deux bases. Et d^ailleurs îl est aîsé de voir que ce point tombe 
an lAîlicu I de celle droite GgF^ que je nommerai pour un mo- 
ment l'axe du prisme. En efTet, imaginez le prisme partagé en 
un nombre quelconque de prismes égaux par des plans paral- 
lèles à la base, et soit i la distance du centre de gravité de 
l'un de ces petits prismes au milieu de son axe. II est clair que 
le centre de gravité O de leur système, et, par conséquent, 
celui du prisme total, se trouvera aussi à la même distance â 
du milieu I de son axe G g. Or, quelque petite que soit la lon- 
gueur d'un prisme, îl est évident que le centre de gravité est 
toujours dans l'intérieur du solide : donc, puisque la longueur 
de chaque prisme partiel peut être rendue moindre que toute 
grandeur donnée, la distance OI = 3 est moindre que tout 
ce qu'on voudra, et par conséquent nulle. 

159. Actuellement, soit une pyramide triangulaire ABCD 
(fig. 4^)» P^ï* le point L, milieu de AC, faites passer la sec- 
tion LMK parallèle à la base 6CD, et la section LEF paral- 
lèle à la face ABD. Menez KH parallèle à LE, et joignez EH. 

La pyramide proposée sera décomposée en deux prismes 
équivalents, Tundont la base est EDH, l'autre dont la base 
est LEF, et en deux pyramides triangulaires ALMK, LÇEF 
parfaitement égales entre elles, et semblables à la pyramide 
proposée. 

Cela posé, égalons: le moment delà pyramide totale, par 
rapport à la base BCD, à la somme des moments des deux 
prismes et des deux pyramides partielles, par rapport au 
même plan. 

Soit a la solidité de Tune de ces deux pyramides, 8a sera 
celle de la pyramide entière; et si Von nomme x la distance 
de son centre de gravité à la base, on aura 8ax pour son mo- 
ment. 

Soit k la hauteur de la pyramide entière ; le prisme dont la 
base est EDH aura son <xntre de gravité élevé, au-dessus de la 

base, de — ; et comme sa solidité est 3a, son moment sera 
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3« j. Le second prisme, dont la base est LEF, aura son centre 

I A 
de gravité élevé au*dessus du plan BCD de -•- (188); et, 

eomme sa soliditë est 3 a, son moment sera 3 a ^ • 

Enfin, si Ton nomme x' la hauteur du centre de gravité de 
la pyramide LCEF au-dessus de la base BCD, la hauteur du 
centre de gravité de la seconde pyramide ALMK sera évidem- 
ment a?' H — » et Ton aura, pour la somme des moments de 
ces pyramides, 



/ f f à\ ah , 

aar -h aix -\ — j^ ou -^ -{- ^ctx 



9. 



On aura donc, en réunissant, 



Q^^ ^a/i 3ah ah 

orw? = —7 — — T» — I \r ^axi 



réduisant, et divisant par 8 a, 



9. 



X' 



Si Ton supposait que , dans les pyrapiides semblàbleSi les 
centres de gravité sont des points semblablement placés, comme 
Us dimensions de la pyramide LCEF sont deux fois plus pe- 
tites, que celles delà pyramide proposée A6CD, on aurait 

et, substituant dans Féquation précédente, on trouverait 

x^= -T'h. 
4 

Ce qui nous ferait voir que, dans toute pyramide triangu- 
laire, le centre de gravité est élevé au<lessus de chaque face 

9- 
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au quart de la hauteur de T angle opposé ^ d*où il est facile de 
conclure qu'il est au point déterminé ci-dessus. Mais on peut 
parvenir à Péquation précédente sans aucune hypothèse. 

En effet, si Ton imagine que l'on ait fait dans la petite py- 
ramide LCEF la même construction que l'on a faite dans la 
pyramide ABCD, en nommant a/' la distance analogue à celle 
qu'on a nomniée j/, et observant que la hauteur de là nouvelle 
pyramide n'est que la moitié de la hauteur h de la première, 
on aura, comme ci-dessus, 

32 2 4 

et continuant la même construction dans les pyramides succes- 
sives, on trouvera 



a/' = 


. 7 

32 


' 2» 


-h 


T 


a/'' = 


7 
32' 




4- 


T' 


etc., 


etc. 


f 







ûd"^ x'*, etc., désignant les distances successives des centres de 
gravité des pyramides à la base. Or ces distances diminuent sans 
cesse, et deviennent plus petites que toute grandeur donnée, 
puisqu'elles sont toujours moindres que les hauteurs des pyra- 
mides dans lesquelles on les considère. On aura donc, en sub- 
stituant successivement dans la première équation, à la place 
de a/, ocf\ a/'', etc., leurs valeurs, 

d'où l'on tire 



x = lh; 



ce qu'il fallait démontrer. 
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Remarqué, 

Soient quatre masses égales dont les centres de gravité soient 
placés aux quatre angles d'une pyramide triangulaire : le 
centre de gravité de ces quatre corps est le même que Celui de 
la pyramide. 

Car, pour trouver celui des quatre corps, il n'y aurait qu'à 
prendre d'abord le centre de gravité de trois quelconques 
d'entré eux, lequel est au centre de gravité de la face même 
aux angles de laquelle ils sont placés (154), et joignant ensuite 
le centre de gravité du quatrième corps à ce point, il faudrait 
diviser cette droite à partir de la face, en raison réciproque de 
3 à I : or celte construction donne aussi le centre de gravité de 
la pyramide. 

Il résulte de là que la distance du centre de gravité d'une 
pyramide triangulaire à un plan situé d'une manière quel- 
oonqae dans l'espace est égale à la moyen np distance de ses 
quatre angles au» même plan. 

La même propriété appartient aussi au prisme triangulaire. 

Remarque générale. 

160. Pour déterminer le centre de gravité d'un polyèdre, il 
n'est pas toujours nécessaire de le décomposer en pyramides 
triangulaires; il se présente souvent des simplifications dont il 
faut profiler. 

Par exemple, on trouvera le centre, de gravité d'un prisme 
quelconque à bases parallèles en prenant le centre de gravité 
delà section parallèle aux bases, menée entre elles à égales 
distances, ou bien, en prenant le milieu de la ligne qui joint 
les centres de gravité de ces deux bases. 

Cette proposition est si facile à démontrer directement, ou à 
déduire de ce que nous avons dit sur le prisme triangulaire, 
qu'il est inutile de s'y arrêter. 

161. Si l'on considère un cylindre quelconque à bases pa- 
rallèles comme un prisme dont la base est un polygone d'une 
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infinité de côtés, il résulte de ce que nous venons de dire que 
le centre de gravité de ce cylindre est au milieu de la droite 
qui joint les centres de gravité de ses deux bases. 

162. On a pu voir précédemment que le centre de gravité 
d^une pyramide triangulaire est le même que le centre de gra- 
vité delà section parallèle à la base, menée au quart delà hau^ 
teur du sommet. 

Cette propriété s'étend k une pyramide quelconque ; car si 
Ton partage la base en triangles par des diagonales, et que l'on 
conduise des plans par ces lignes et par le sommet^ on décom- 
posera la pyramide proposée en autant de pyramides triangOr- 
laires qu'il y a de triangles dans la base. Toutes ces pyraniides 
auront une même hauteur^ qui est celle de la proposée, et^ par 
conséquent, leurs solidités respectives seront proportionnelles 
à leurs bases ou à des sections parallèles faites à même hau- 
teur. Donc, si Ton coupe toutes ces pyramides par un plan 
parallèle au plan de leurs bases, mené au quart de la hauteur 
du sommet commun, puisque leurs centres de gravité respec- 
tifs sont les mêmes que ceux des sections triangulaires corres- 
pondantes, et que leurs solidités (ou leurs poids) sont propor- 
tionnels à ces sections, il s'ensuit que le centre de gravité du 
système de ces pyramides est le même que celui de tous les 
triangles ou du polygone qui résulte de leur assemblage. 

Mais, si l'on tire une ligne droite du sommet au centre de 
gravité de ce polygone, cette droite ira passer au centre de 
gravité de la base, et sera coupée par le plan du polygone aux 
trois quarts de sa longueur en partant du sommet, ou au quart 
en partant de la base* 

163. Donc le centre de gravité d'une pyramide à base quel- 
conque est sur la ligne menée du sommet au centre de gravité de la 
base, au quart de cette ligne en parta/nt de la base, ou aux trois 
quarts en partant du sommet . 

164. En considérant le cône comme une pyramide dont la 
base est un polygone d'une infinité de côtés, on voit que te 
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centra de gravité d'un cône à base quelconque est sur la ligne 
qui joint le sommet au centre de gravité de la bast^, au quart 
de cette ligne à partir de la base, ou aux trois quarts à partir 
du sommet du cône. 

Centre de gravité du, tronc de pyramide, 

165. On voit d'abord que le centre de gravité d'un tronc de 
pyramide est sur la ligne qui joint les centres de gravité de ses 
deux bases : car supposez rétablie la pyramide entière dont on 
a retranché une pyramide semblable, par une section parallèle 
à la base, pour former le tronc dont il s'agit. Comme la ligne 
qui va du sommet au centre de gravité de Tune des bases passe 
au centre de gravité de Tautre, il s'ensuit que cette ligne passe 
à la fois par les centres de gravité des deux pyramides sembla- 
bles, et, par conséquent, par celui du tronc qui en est la difl'é- 
rence. Ainsi, il ne reste qu'à trouver la distance de ce point à 
Yiine ou à l'autre base, ou, si l'on veut, le rapport de ces deux 
dlîstances. 

Or, soit X la distance de ce centre à la base inférieure, et 
nonunons H et A les hauteurs des deux pyramides semblables. 
Si Ton représente par H* le volume ou le poids de la grande 
pyramide, h^ sera le poids de la petite, et H* — h^ celui du 
tronc : et les trois moments de ces poids par rapport à la base 

inférieure seront H' ••^? A' ( -^ + H — h\ et (H* — h^)x. Donc, 

en égalant le premier de ces moments à la somme des deux 
autres, on aura, pour déterminer j?, l'équation 

4 (ir _ A») 0? = H* — 4 A'H + 3 A*, 

dont le premier membre est divisible une fois, et le second 
deux fois par (H — A), qui est la hauteur du tronc. 

Si l'on cherche de même la distance y du centre de gravite 
à la base supérieure, ou si l'on observe simplement que y est 
composée de H — h diminuée de a?, on trouvera l'c(jiiaiion 

4 (H' — h')y=ih'^^ R'h + 3 H\ 
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dont le premier membre est divisible de même par H — fc^ et 
le second par (H — A)'. 

Compa rant donc ces deux équations, et supprimantles facteurs 
communs, on aura, pour le rapport cherché, ar : y :: H'-f- 2HA 
-H3ft* : A' -h -2 AH -4- 3 H' : ou bien, comme dans les pyramides 
ou les cônes semblables les bases sont proportionnelles aux 
carrés des hauteurs 5 si l'on met pour H' et K* les deux bases 
B et 6 du tronc, et, par conséquent, pour HA une base ^B6 
moyenne géométrique entre les deux, on aura la proportion 

x:y :: B-l-av/B6"H-36 : 6 + 2V'B6-h3B5 

d'où résulte ce théorème : 

Le centre de gravité d!un tronc de cône ou de pyramide est sur 
la ligne qui va du centre de gravité de Vu/ne des bases au centre 
de gravité de C autre, et il coupe cette ligne dans le rapport des 
deux sommes qù*on trouve, en prenant (tun côté : une fois^ U^ 
première base^ deux fois la moyenne géométrique entre celle-ci et 
la seconde, et trois fois la seconde^ et d'un autre côté, dans F ordre 
inverse^ une fois la seconde base, deux fois la moyenne et trois 
fois la première. 

Au reste, on voit qu^il n'est pas nécessaire ici de mesurer ces' 
bases (dont la quadrature pourrait être longue, ou même assez 
difficile dans le cas d'une base courbe), mais qu'il suffit d'a- 
voir trois quantités qui leur soient proportionnelles, et, par 
conséquent, de prendre dans les deux bases semblables du tronc 
proposé, deux lignes homologues A et a, défaire les carrés A' 
et a*, et le rectangle Aa qui sera moyen géométrique entre 
eux. 

On peut remarquer que, dans la proportion précédente, le 
rapport dex ky ne dépend point de la hauteur du tronc, mais 
uniquement du rapport des bases, et que, par conséquent, il 
est le même pour tous les troncs possibles de bases proportion- 
nelles. 

Si les deux bases du tronc sont égales, la proportion donne 
X = y'^ et, en eflet, le solide devient alors un prisme ou un 



! 



DE STATIQUE. liy 

cjlinâre dont le centre est également éloigné des deux bases. 

Si rane des bases 6 est nidle, on a pour la distance x du 

centre à Pautre base Bjix:=sy : et, en effet, le tronc dont il 

s'agit devient alors une pyramide ou un cône, dont le centre 

est trois fois plus près de la base que du sommet. 

On pourrait multiplier les exemples, mais ce que nous avons 
(fit suffit pour Tobjet que nous nous sommes proposé. Nous 
terminerons ce chapitre par quelques propriétés remarquables 
des centres de gravité. 

Propriétés générales du centre de gravité. 



166» Lorsque les forces P, Q, R, S, etc., (flg. 43 )? dirigées 
comme on voudra dans l'espace, se font équilibre autour 
d^un même point A, on sait que ces forces, estimées suivant 
une droite quelconque AX passant par ce point, doivent aussi 
se£dre équilibre. 

Donc, si ces. forces sont représentées par les parties AP, AQ, 
AR, AS, etc., de leurs directions, la somme de leurs pro- 
jections Ap, A^, Ar, As, etc., sur Taxe AX, doit être égale à 
zéro, en comptant comme positives les projections qui tom- 
bent d'un même côté du point A, et comme négatives celles qui 
toidbent de l'autre côté. Mais si Ton menait par le point A un 
plan MN perpendiculaire à AX, les projections Ap, Ag, Ar, etc. , 
exprimeraient les distances des extrémités des forces au 
plan MN; donc, puisque leur somme est nidle, la moyenne 
distance de ces points au plan MN est aussi nulle. 

Donc, lorsque tant de forces que l'on voudra sont en équilibre 
sur un point, ce point est le centre de gravité de corps ou points 
massifs égaux qui seraient placés aux extrémités des lignes qui 
représentent les forces en grandeurs et en directions. 

Et réciproquement, si Von considère un assemblage quelconque 
de niasses égales, et qu'on mène de leurs différents centres , des 
lignes au centre de gravité du systèmey il est visifde que des forces 
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représerUées en grandeurs et en direeUons par ces lignes se feraient 
équilibre entre elles. 

Car la moyenne distance des extrémités de ces forces à un. 
plan quelconque passant par Je centre de gravité^ serait nalle; 
la somme de ces forces estimées suivant un axe quelconque 
passant par ce point serait donc nulle aussi, et> par oonsé- 
queu^t, il y aurait équilibre. 

On voit par laque si trois forces sont en équililuTe sur ub 
point, ce point est le centre de gravité du triangle formé par • 
les droites qui joindraient les extrémités des ligues qui repré- 
sentent ces forces en grandeurs et en directions ; car le centre 
de gravité du triangle est le même que celui des trois corp$ 
égaux dont les centres seraient placés aux trois angles. 

Et de même, si quatre forces sont en équilibre autour d'un 
point, ce point est le centre de gravité de la pyramide trfaiîgu* 
laire formée par les six droites qui joignent les extrémités des 
lignes qui représentent les quatre forces en grandeurs et en 
directions. 

Et réciproquement, il y a équilibre entre trois forces expri- 
mées par les distances des trois angles d'un triangle quelcon- 
que, au centre de gravité de ce triangle^ et de même, entre 
quatre forces représentées par les distances des quatre coins 
d'une pyramide triangulaire quelconque, au centre de gravité 
de cette pyramide. 

Mais voici une conséquence plus générale : si Ton suppose 
que toutes les molécules égales d'un corps de figune quekotl- 
que soient attirées vers un même point par des forces propor- 
tionnelles à leurs distances à ce point, et qu'il y ait équili- 
bre, ce point sera nécessairement le centre de gravite dn 
corps. 

Et réciprotiuement, si le point ycrs lequel toutes les molé- 
cules sont attirées proportionnellement à leurs distances est h 
centre de gravité du corps, il y aura équilibre; et le corps i 
ne pourra prendre aucun mouvement en vertu de ces 
attractions. 

C'est le cas de la Ici re supposée sphériquc et homogène : 
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car,, dans la loi de Newton, $i une molécule située au dehors 
du globe est attirée en raison inverse du carrée de sa distance 
âu centre, on trouve que, dans Tintérieur, chaque molécule 
pèse vers le centre en raison de là simple distance. Ainsi, 
toutes les forces de la gravité se font équilibre autour du centre 
delà terre. 

Au reste, je ne donne ce corollaire que comme le résultat 
flULtliéniatique d'une simple hypothèse, et non pas comme une 
preuve de Téquilibre de la terre en vertu des différents poids 
de toutes ses parties ; car il est manifeste que cet équilibre a 
lieKdans la nature, mais par une autre raison générale qui ne 
dépend ni de la proportion ni delà direction des forces de la 
|imvit^. Et, en effet, si le poids de chaque particule de la terre 
vi0DC de r attraction que toutes les autres exercent sur elles -, 
euttOiey entre deux particules égales, l'action est nécessaire- 
ment égale et réciproque, il s'ensuit que le poids de chaque 
pntkale est la résultante d'une infinité de forces dont chacune 
a $m égale et contraire dans le système, ex que, par consé- 
qnlant, toutes ces résultantes ou tous ces poids doivent se faire 
é^piilibre entre eux, quelles que soient d'ailleurs et la forme 
et la constitution de notre globe, et même la loi d'attraction 
qui pourrait exister entre les parties de la matière. 

n. 

Désignons par M-H i le nombre des forces P, Q, R, S, etc., 
qui s& font équilibre autour du point A, et considérons tou- 
jours les M -H I corps ou points massifs égaux placés aux 
OLtrémités des lignes qui représentent ces forces. 

Le point A étant le centre de gravité de tous ces corps, il est 
dtir que si la ligne PA, qui va de l'un d'eux au point A, est 
prolongée d'une quantité AG égale à la M'^"'' partie de sa lon- 
gueur, le point G sera le centre de gravi té des M autres corps. 
Mais toutes les forces P, Q, R, S, etc., étant en équilibre, 
l'une d'elles P est égale et directement opposée à la résultantes 
iles M autres Q, R, S, clc. Donc on a ces théorèmes : 
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!<> lia résultante de M forces représentées par autant de lignes 
qui partent d^un même point A est dirigée de ce point vers le cen-- 
tre de gravité G de M corps égaux qu'on supposerait placés aux 
extrémités de ces lignes; et la grandeur de cette résultante est re- 
présentée par M fois la distance AG du point d^ application de ces 
forces à ce commun centre de gravité. 

On peut conclure de là que, si les molécules égales d'un 
corps ou système de 6gur6 quelconque s'attirent en raison de 
leurs distances mutuelles^ chaque molécule du corps pèse yen 
le centre de gravité en raison de sa distance à ce centre. Car, 
en représentant les forces d'attraction par les distances mêmes 
qui séparent les M points égaux du système, il en résulte pour 
chacun 4'eux une attraction totale, représentée par M — i fiûi 
sa distance au centre de gravité des M — i autres, ou, ce qiiî 
est la même chose, par M fois sa distance au centre de gravité 
des M points qui composent le système entier. 

On voit encore que, dans cette loi d'attraction, des. corps 
de figure quelconque agiraient exactement les uns sur les au* 
très comme si leurs masses étaient réduites à des points, et se 
trouvaient, pour ainsi dire, concentrées dans leurs propre 
centres de gravité; ce qui, dans la loi de Newton, ne peut 
avoir lieu que pour des sphères homogènes, ou pour des corps 
composés de différentes couches sphériques dont chacune se- 
rait d'une densité uniforme. 

2*^ Si Con considère M corps égaux disposés entre eux comme 
on voudra, leur centre de gravité G peut se trouver en menant de 
ces corps autant de lignes à un point quelconque A de V espace, 
composant entre elles toutes ces lignes à la manière des forces, et 
prenant, à partir du point A, la M'*"'* partie de la ligne résul- 
tante. 

Si Ton suppose que le point A change de position dans 
l'espace, les forces représentées par les lignes qui vont des 
corps à ce point changeront de grandeurs et de directions; 
mais les résultantes de ces divers groupes de forces concou- 
rantes ne cesseront pas de passer par le même point G : et il 
est évident que la même chose aurait lieu si, le point A restant 
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Cfe, on faisait varrer d'une manière quelconque la position du 
sjsiime. 
Donc ce point G, qui dans les corps pesants est le centre 
! des forces égales et parallèles que Ton suppose venir de la gra- 
vité, est aussi le centre des forces qui seraient convergentes 
nfê un point quelconque A de l'espace, et proportionnelles 
lox distances des molécules à ce point. 

Si donc le centre de gravité d'un corps est fixe, le corps 
soomîs à de telles forces convergentes sera en équilibre dans 
toutes les situations qu'on voudra lui donner autour de ce point 
fixe. Ainsi, comme au dedans de la terre supposée sphérique et 
komogène, les molécules pèsent vers le centre en raison des 
simples distances, il s'ensuit que, dans l'intérieur du globe, 
si un corps est soutenu par son centre de gravitéy^il restera en 
éqiulibre autour de ce point dans toutes les situations. Mais il 
n'en sera plus de même au-dessus du globe, où l'attraction de- 
vient réciproque au carré de la distance; et si le corps, par 
exemple, est un cylindre droit soutenu par le milieu de son 
axe, il ne pourra être en équilibre que dans la position où cet 
axe est horizontal, ou perpendiculaire à l'horizon. 

Comme, dans la nature, les forces de la gravité ne sont, ni 
exactement parallèles, ni exactement convergentes, ni dans les 
rapports précis qu'on vient de dire, ou voit qu'à la rigueur il 
n'y a point dans un corps pesant de vrai centre de gravité^ je 
veux dire, de point unique autour duquel les forces de la gra- 
vité se contre-balancent pour toutes les situations possibles du 
corps. Mais dans les corps de peu d'étendue que nous considé- 
rons sur la terre, le point que nous avons déterminé jouit à 
irès-peu près de cette propriété, et l'erreur est insensible. 

m. 

Tout ce qu'on vient de dire de plusieurs points massifs 
égaux, et des forces représentées par leurs distances à un 
i&ëme point de l'espace , s'applique naturellement à un sys- 
tème de points ou corps inégaux, dont les masses seraient m. 
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m', m'^ eic.*, car il sufik de considérer chacun de ces corps, tel 
que m, comme un groupe de m points égaux, et de prendre 
pour la force appliquée à ces corps m fois la distance de son 
centre au point dont il s'agit. 

Ain&i, en noi^mant r, r', r^\ etc., les distancesdes cenurei 
des corps m, m\ fnf\ etc.» à ce point ou foyer cc»nmun A, et 
faisant m-f- m' -f- m'^ + etc* = M, on peut dire que le cenurt 
de gravité G de tous ces oorps se trouve sur la direction de la 
résultante des forces wr, nir^^ m"r^\ etc., et à la M'*"" partie 
de la ligne qui la représente. 

Nommons r cette distance du centre G au point A ; x, .t, i 
les trois coordonnées rectangles de G par rapport au même 
point, et soient de même x^y^ z-^ â/, j/, V, etc., les coordon- 
nées de m, ml, etc. Les forces mx^ my, mx'^ rnf a/, wlif^w! z, etc., 
seront les composantes des forces mr^ rrir^^ etc.-, et Mx, My, 
Mz, celles de la résultante Mu. On aura donc 

Mx = ma? -H w' j/ + m'^a/^ + etc., 
My = m» -h m^ $/ -+. nvl' f + etc., 

Mz = mj8 + m' y 4- m" d' •+- etc. 

Faisant les carrés, ajoutant, et observant qu'on a 

X* -f- Y« + Z* = R% 

^* + »• -H ^' = r*, 

etc., 

on trouvera 

M* R* = m' r* 4- m'* /* -f- ttt!'^ r''» + eic, 
-4- 2 mvfi (xa/ ^ yj/ + zz!) + etc. 
-h 2 mm^^ {xod' -^^ yf-¥- zzf^) -h etc. 
-h etc. 

Au lieu du terme 2 mmf { xx^ •i-yyf-^ zji/)^ on pourr»i^ 
mettre, comme on l'a vu n** 113, le terme 2 mr.W f^ cos f 9 
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f étant TmcliDaison mutuelle des deux ligues r ei r', et ainsi 
des antres;. d'où Ton tire en passant ce théorème connu : 

Le carré de la résultante de tant de forces qu'on voudra appli-- 
çuées sur un point est égal à la somme des carrés de ces forces, et 
des dinMes produits qu'on peut faire en les multipliant^ deuip à 
deux, luiMpetr Vautre et par le cosinus de leur inclinaison mu- 

On pcfat encore transformer (ihaque terme 

2 mm' (xa/ 4- y}/ + zs/) 

d'une autre manière; car, si l'on désigne par a la distance de 
mi à m*, on a 

a^^{x-a/y + (y - VT-^ (^ - «r, 

et, par conséquent, 

a (xa/'hyy^'h zsi) r^r' + Z* — a'; 

on a de même, en nommant |3 la distance de m à m"^ 

2 [xoi/' -h y/ -h z:i') = r« -+. r''* — |3% 

et ainsi des autres. Eln substituant ces valeurs, on aura celte 
nouvelle expression du carré de la résultante Mr, 

M* R* =3 m« r' -f- m' V* 4- m"^r"^ -h etc. 
-H mm' (r^ + r'* — a' ) -4- etc. 
4- mm" (r^ •+- r"*— (3«) 4- etc. 
4- etc. 

Or, dans le second membre de cette équation, r* est multiplié 
parm* -hmm'+mm" + etc. =m (m 4- m' 4- m" 4- etc.) = mM; 
'e carré r'* est multiplié de même par m' M, etc. ; donc enfin, en 
Nuisant, on aura cette équation remarquable : 

M«ii«= M/(mr^)—/ (mm' a«), 
<^ù le sighc /(mr^) indique la somme des produits des masses 



1. 
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par les carrés des distances de leurs centres au point A ; et le 
signe/ ipim' a^) la somme de leurs produits deux à deux pai 
les carrés des distances mutuelles de ces centres. 

Par cette formule, qui ne contient plus que les distancer 
mutuelles des corps, et leurs distances à un point quelconque il 
de Tespace, on peut trouver à quelle distance r de ce point h 
est situé le centre de gravité G du système \ de sorte qu'en 
cherchant ainsi cette distance par rapport à trois points don- 
nés, on aurait la position du point G dans Tespaee. 

Si le point A change de position, ces distances r et r, r', 
/', etc., varient 5 mais les distances mutuelles a, jS, y, etc., 
des différents corps ne changent point par hypothèse, et le 
terme /(mm' a*) est constant : donc, puisque Téquation pré- 
cédente nous donne 

M/(mr«) =/(mm'««) -h M*r% 

il s'ensuit que le point A de l'espace pour lequel / [mr"^) a la 
plus petite valeur est celui pour lequel on a r = o, et que, 
par conséquent, ce point est le centre de gravité G du sys- 
tème. 

Ainsi, h centre de gravité cFun système de corps jouit de cette 
propriété, que la somme des produits des masses par les carrés dm 
distances de leurs centres respectifs à ce point est un minimum^ 
c'est-à-dire est plus petite que pour tout autre point de V espace. 

Quant à celle valeur minimum de f[mr^)^ on voit, par 
l'équation ci-dessus où l'on fait r = o, qu'elle est égale à la 
somme des produits qu'on peut faire en prenant les masses 
deux à deux, les multipliant l'une par Tautre et par le carré 
de leur distance mutuelle, et divisant le tout par la masse en* 
tière du système ; ce qui donne un second théorème qui peut 
être utile dans plusieurs occasions. 

Si le point A, en variant de position, reste toujours sur une 
sphère décrite autour du centre de gravité du système, r es 
constante, et, par conséquent, J(mr^) ne change point, quoi 
que les distances individuelles r, /, /', etc., varient par c< 
déplacement du point A ; et il en serait de même si, le point A 
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restant fixe, le système tournait d'une manière quelconque 
autour de son centre G. * 

Le cenire de gravité d\n système jouit donc encore de cette pro- 
friété, que si ton fait tourner comme on voudra k système a%Uowr 
de ce centre, la somme des produits des masses par les carrés de 
lewrs distances à un point fixe qmlconque reste toujours la même. 
Si l'on suppose, comme nous l'avions fait d'abord, que 
tontes les masses m, m', m'\ etc., soient égales entre elles et 
a lunitë, M en marque le nombre, et l'équation précédente 
devient 

M/(r')=/(««) + M«ii% 

formule plus simple, et qu on appliquerait également à tous 
les systèmes possibles, en imaginant que les différents corps y 
soient tous divisés en parties égales. 

Dans le cas de r = o, on a M/(r*) =/ (a"), d'où l'on 
tire ce tbéorème de Géométrie : 

La somme des carrés des distances mutuelles de M points égaux 
esi égale à M fois la somm^ des carrés de leurs distances â leur 
commun centre de gravité. 

On voit par là que la somme des carrés des six arêtes d'une 
pyraniîde triangulaire est égale à quatre fois la somme des 
carrés des distances des sommets au centre de gravité de la 
pyramide; car ce centre est le même que celui de quatre corps 
égaux placés à ces -sommets ^ etc., etc. 

Dans ce qui précède, on n'a considéré qu'un système inva-. 
riable de figure, c'est-à-dire dont les points sont liés de ma- 
nière qu aucune de leurs distances mutuelles ne puisse. chan- 
ger. Mais on voit encore ici que, si la figure du système était 
9mable suivant cette condition, que la somme des carrés des dis- 
Pences mutuelles des différents points fût constante, la somme des 
^rrés de leurs distances au centre de gravité demeurerait aussi 
^(mstante, et réciproquement. ^ 

Mais je passe à d'autres propriétés des centres de gravité. 
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n. 

167. Soit une courbe plane quelconque ABC (fig, 44)? ^vlw^ 
tourne autour d'un axe PZ situé dans 5on plan, de manière 
que tous les points de la courbe demeurent toujours aux mêmes 
distances de cet axe ; cette courbe engendre une surface que 
l'on nomme surface de révolution. 

Pour en déterminer l'aire, on peut remarquer que chaque 
élément ds de la courbe génératrice produit une surface de cône 
tronqué dont l'aire est égale au côté ds multiplié par la circon- 
férence du cercle que décrit son milieu, ou son centre de gra- 
vité t, autour de l'axe PZ. 

Donc, si l'on suppose tons ces éléments égaux, la surface 
entière sera égale à leur somme multipliée par la circonfé- 
rence moyenne entre celles que décrivent tous leurs centres de 
gravité. 

Mais cette moyenne circonférence a pour rayon la moyenne 
distance de tous ces points à Taxe de révolution, ou bien (140) 
la distance du centre de gravité de la courbe au même axe. 
Donc on peut dire : 

Que V aire d'une surface de révolution est égale à la longueur 
de la génératrice multipliée par la circonférence que décrit son 
centre de gravité autour de taxe de révolution. 

On voit de la même manière que si plusieurs courbes si- 
tuées dans le même plan tournent autour d'un axe situé dans 
ce plan, la somme des surfaces engendrées est égale à la somme 
des génératrices, multipliée par la circonférence que décrit le 
centre, de gravité de leur système. 

Mais il faut observer que, lorsque la génératrice ou les géné- 
ratrices ne sont pas situées en entier d'un même côté de l'axe, 
l'expression précédente ne donne plus que la somme des aires 
engendrées parles parties qui sont d'un côté de cet axe, moins 
la somme des aires engendrées par les parties qui sont de l'autre 
côté. 

Ou peut appliquer aussi la théorie des centres de gravité à 
la cubature des solides de révolution^ et il n'est pas difficile de 
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voir que le volume éCun solide de révolution est égal à faire de la 
section génératrice multipliée par la circonférence que décrit son 
mire de gravité autour de taxe fixe. 

En effet, si Ton considère un rectangle hcde (fig. 45) qui 
tourne autour de l'axe PZ parallèle à l'un de ses côtés 5e, il 
est clair que le solide engendré par ce rectangle est égal à la 
différence de deux cylindres de même hauteur cd, et dont Tun 
a pour rayon la distance, ca du côté cd à l'axe fixe, et Taulre 
la distance ha du côté he au même axe. Ce solide est donc 

exprimé par \xs ac -r- es ah ) cd ^ en nommant X5 le rapport de 
la circonférence au diamètre. Si l'on met ca-^ch à la place 

de a6, l'expression précédai te devient xs^^acxhc — hc )rd, 

ou 6cX<?rfX2Cj( ac )> c'est-à-dire égale au rectangle 

hede^ multiplié par la circonférence décrite d'un rayon moyen 
entre les rayons ca et 6a, ou bien égale à la distance du centre 
de gravité du parallélogramme à l'axe de révolution. 

Donc, si l'on conçoit la section génératrice ZMN comme 
partagée en une infinité de petits rectangles égaux, on pourra 
dire que le solide total engendré est égal à la somme de tous 
ces rectangles, ou à l'aire de la section ZMN, multipliée par 
la circonférence moyenne entre toutes celles que décrivent 
leurs centres de gravité autour de l'axe. Mais cette moyenne 
circonférence a pour rayon la moyenne distance de tous ces 
points au même axe ou la distance du centre de gravité à cet 
axe. Donc, etc. 

On pourrait voir encore, par un raisonnement à peu près 
semblable au précédent, que si une surface plane terminée 
par une courbe quelconque se meut dans l'espace de manière 
que son plan soit toujours (au même point) perpendiculaire à 
une courbe quelconque à double courbure, le solide engendré 
est égal à l'aire de la surface génératrice multipliée par la lon-^ 
gueur de la courbe que parcourt son centre de gravité. 

Mais nous ne nous arrêterons pas à démontrer cette propo- 
sition, que l'on pourrait déduire, aussi bien que les précé» 

JO« 
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dentés, des formules connues pour les centres de gravité; n 
ne ferons même aucune application particulière de cette th 
rie aux surfaces et aux solides dont on a immédiatemenl 
mesure en Géométrie. Notre seul but. était de montrer 
rapprochement remarquable de considérations qui paraiss 
d'abord étrangères entre elles, mais qui s^ enchaînent com 
toutes les questions soumises aux Mathématiques, et se f 
dent, pour ainsi dire, les unes dans les autres, lorsqu'on éa 
un instant et les idées et les noms que Tobjet particulier 
chaque question nous rappelle. 
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CHAPITRE IV. 



DES MACHINES. 



168. On définit ordinairement les machines des instruments 
(iestinés k transmettre l'action des forces. 

Sons ce point de vue général, tous les corps de la nature sont 
des machines, parce qu'ils sont propres à transmettre l'action 
des forces qui leur sont appliquées ; mais lorsque dés forces 
làgissent Jes unes sur les autres par l'intermédiaire d'un corps 
on système parfaitement libre, il est impossible qu'elles se 
fassent équilibre, à moins qu'elles ne remplissent les condi- 
tions que nous avons établies précédemment. Or, au moyen 
des machines proprement dites, on peut mettre en équilibre 
des ^rces quelconques qui ne satisfont pas à ces conditions ; et, 
par conséquent, pour mieux caractériser les machines, et les 
cBstinguer des autres corps, on pourrait les définir des instru- 
ments propres à mettre en équilibre des forces de grandeurs et 
de directions quelconques. 

Mais, en suivant cette idée, si des forces incapables de se 
faire équilibre sur un corps entièrement libre peuvent néan- 
moins se faire équilibre sur une machine, il faut donc en con- 
clure que les corps qui forment les machines ne sont pas en- 
tièrement libres , mais sont gênés par des obstacles qui les 
empêchent d'obéir au mouvement que les forces tendent à leur 
imprimer, et leur imprimeraient réellement s'ils étaient libres. 
Ainsi, l'on est conduit naturellement à cette définition générale 
des machines, savoir, que les machines ne sont autre chose que 
des corps ou ty sternes gênés dans leurs mouvements par des obsta- 
cles quelconqties. 

Il n'est pas difficile de comprendre, d'après cela, comment 
des forces de grandeurs quelconques peuvent se faire équilibre 
sur de tels corps, car il n'est plus nécessaire que les forces ré- 



l5o thÈ\LEËiTS . 

sul tantes soient ntilles d'elles-mêmes ^ mais il suffît qu'elles se 
dirigent yers les obstacles qui les détrursent par leurs résis-* 
tances. Ainsi, à l'aide d'un corps solide qui s'appuierait, par 
exemple, contre un point fixe, une force médiocre ferait équi- 
libre à une très-grande force, si elle était disposée à l'égard de 
celle-ci de manière que leur résultante commune fût dirigée 
vers le point fixe : d'où l'on voit que la plus petite force seule 
ne fait pas équilibre à la plus grande, ce qui serait impossible, 
mais qu'elle ne sert, en quelque sorte, qu'à détourner l'effort 
de la plus grande, et à le faire passer avec le sien propre com- 
biné) vers un obstacle invincible. 

Au fond, lorsqu'on fait équilibre à une puissance quelcon- 
que à l'aide d'une machine, on emploie réellemept plus de 
force qu'en appliquant directement une force égale et con- 
traire à celle qu'on veut détruire, si l'on compté là résistance 
de l'obstacle pour une force. Mais comme ces résistances qui 
proviennent des obstacles sont par elles-mêmes incapables de 
produire du mouvement, et ne peuvent servir qu'à le détruire, 
nous n'en tenons pas compte, parce que nous ne dépensons 
réellement que la force appliquée. Au reste, dans la théorie 
de l'équilibre des machines, rien n'empêche de considérer les 
obstacles comme tenant lieu des forces égales et contraires à 
celles qu'ils détruisent actuellement; et, si Ton conçoit qu'on 
ait ainsi substitué à la place de ces obstacles des forces qui re- 
présentent leurs résistances actuelles, ce n'est plus entre les 
seules forces appliquées qu'il y a équilibre, mais entre les 
forces appliquées et les résistances \ de manière que les lois de 
l'équilibre dés machines deviennent les mêmes que celles de 
l'équilibre des corps parfaitement libres. 

C'est d'après cette considération que nous avons trouvé, à 
la fin du second chapitre, les lois de l'équilibre de corps assu- 
jettis à diverses conditions particulières. Ceux qui auront lu 
cet article verront que nous aurions peu de chose à y ajouter 
ici, et qu'il renferme de la manière la plus générale la théorie 
de l'équilibre des trois machines simples auxquelles on peut 
aisément ramener toutes les autres -, mais, eu faveur de ceux 
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qui veulent étudier les machines d'uiie manière phis élémen- 
taire, nous allons entrer dans les détails convenables. 

169. Nous réduirons les machines simples à trois princi- 
pales, que l'on peut considérer, si Ton veut, dans Tordre sui- 
vant, euégard.à la nature de Tobstacle qui gène le mouvement 
in corps : le levier, le tour et le plan incliné. 

Pans la première machine, Tobstacle est un point fixe autour 
^quel le corps a la liberté de tourner en tous sens. 

Dans la seconde, l'obstacle est une droite fixe autour de 
la(|aelle.tous les points du corps n'ont que la liberté de tourner 
dans des plaqs parallèles entre eux. 

Dans la troisième, l'obstacle est un plan inébranlable contre 
lequel le corps s'appuie, et sur lequel il a la liberté de glisser. 
Gomme on n'a d'abord considéré cette dernière machine que 
par rapport aux corps pesants qu'on retient en équilibre sur 
dfs plans inclinés à Thorizon, on lui a donné et elle a gardé Iq 
Bom de plan incliné. 

Nous parlerons successivement de ces trois machines, et de 
qaelques-unes qui s'y rapportent, dont l'usage est le plus fré- 
quent. Nous ferons abstraction des diverses circonstances phy-' 
siques qui peuvent influer sur l'équilibre, telles que le frotte- 
ment des corps les uns sur les autres, et la roideur des cordes 
au moyen desquelles les forces transmettent leur action aux 
^vers points de la machine. Ainsi l'on supposera que l'action 
de chaque force se transmet suivant l'axe de la corde à laquelle 
die est appliquée, de manière que l'on pourra considérer les 
«ordes comme des fils parfaitement flexibles et inextensibles. 
Où verra facilement dans quels cas et comment on doit avoir 
%ard aux diamètres des cordes. Au reste, nous parlerons plus 
'<^indeces sortes d'instruments qu'on a mis au rang des ma-. 
^Hines, et qu'on nomme machines funiculaires. Ce que nous en 
^Vonsidit ici suffit pour notre objet. 
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DU LEVIER. 



170. .Soient deux forces quelconques P et Q (fig. 46) appli« 
quées înunëdiatement, ou suivant des cordons, aux deux points 
A et B d'un levier AFB de figure quelconque 5 soit F le point 
fixe autour duquel le levier a la liberté de tourner et qu on 
nomme ordinairement Je point dUapfui : on demande les con- 
ditions de l'ëquilibre, en faisant d'abord abstraction de la 
pesanteur du levier. 

Du point F j'abaisse sur les directions des deux forces P 
et Q deux perpendiculaires FH, FI, qui rencontrent ces di- 
rections, prolongées, s'il est nécessaire, en H et I^ et regardant 
ces deux points comme invariablement liés aux points A et B, 
je suppose que les deux forces P et Q y agissent immédiatement. 

Cela posé, j'applique au point F deux forces contraires, P' 
et — P, égales et parallèles à P, et, au même point F, deux 
autres forces contraires Q' et — Q, égales et parallèles à Q. 
est clair que le levier reste toujours dans le même état. Mais on 
peut considérer actuellement, au lieu des deux forces primi- 
tives P et Q, I® deux forces P' et Q' respectivement égales et 
parallèles à ces forces, et de même sens, mais appliquées en F; 
2? deux couples (P, — P), (Q, — Q), dont les bras de levier 
sont FH et FI 

Or la résultante des deux forces F et Q' est toujours détruite 
par la résistance du point d'appui, si l'on suppose le levier in- 
variablement lié à ce point, de manière qu'il ne puisse prendre 
qu'un mouvement de rotation autour de lui. Mais le couple 
résultant des deux couples (P, — P) et (Q, — Q) ne peut ja- 
mais être détruit par ce point fixe (76) et, par conséquent, il 
faut, pour l'équilibre, que ce couple résultant soit nul de lui- 
même, ou que les deux couples composants (P, — P) et (Q, — Q) 
soient équivalents et contraires. Ces deux couples doivent donc 
se trouver dans des plans parallèles, et , par conséquent , dans 
le même plan, puisque leurs plans se rencontrent déjà au point 
F. Eu second lieu, leurs moments PxFH, QxFI doivent 



DE STATIQUE. l53 

être igBLïxx , et ils doivent tendre k faire tourner en sens con- 
traires. 

Donc, pour F équilibre du levier^ il est nécessaire et il suffit : 
î^jueles deux forces PetQ qui le sollicitent soient dans un même 
pkm avec F appui ^ 2^ que leurs moments, par rapport à ce point, 
Hfieni égaux^ 3^ qu'elles tendent à faire tourner en sens con^ 
kaires. 

A réalité des moments P X FH = Q X FI, on peut sub- 
sdtaer la proportion P:Q : : FI : FH, qui exprime que les forces 
Pet Q doivent être en raison réciproque de leurs distancer au 
point d'appui. 

De la charge du point iappui. 

171 • Dans le cas de l'équilibre, l'appui n'est pressé que par 
les deux forces P et Q' qui y sont immédiatement appliquées \ 
or les deux couples (P, — P), (Q, — Q) étant en équilibre 
d^ev-mêmes, c'est-à-dire même en supposant que le levier ne 
soilpas soutenu, il est clair qu'ils ne peuvent nullement char- 
ger le point fixe. 

Ainsi, la pression qu éprouve le point d'appui est absolument la 
mfyme que si les deux forces T? etQ s^y transportaient parallèlement 
à9UeS''mêmeSj sans changer de grandeur ni de sens. 

172. Si l'on achève sur les côtés FF, FQ^ qui représentent 
les forces P et Q', le parallélogramme FQ'RF, la diagonale FR 
rçrésentera donc la charge R de Tappui ; et, par conséquent, 
li la résistance de cet appui n'est pas indéfinie, on pourra juger 
de quelle résistance il doit être capable, pour n'être pas en- 
traîné par l'action des forces P et Q qui sollicitent le levier. 

Comme les forces P' et Q' sont parfaitement égales et paral- 
lèles aux forces respectives P et Q , et de même sens, les trois 
côtés et les trois angles du triangle FRQ', ou du triangle FRF, 
représentent les six choses que l'on peut considérer dans le 
levier, savoir : les deux forces P et Q, la charge R de l'appui, 
et les inclinaisons mutuelles des directions de ces trois forces. 

Donc, si l'on connaît trois quelconques de ces six choses, 
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pourvu qu'il y entre la grandeur de l'une des forces P, Q, 
on pourra trouver les trois autres, de la même manière que 1 
résoudrait le triangle FRQ'. 

173. On observera que tout ce que nous avons dit a li 
quelles que soient la figure du levier et les dispositions r 
tuelles des forces P et Q, et du point d'appui. 

Si les fopces P et Q (fig. 4y) sont parallèles, on peut me 
du point fixe une perpendiculaire commune IH sur leurs dii 
tioDS, et ces deux forces devront êtrç en raison réciproque 
parties FH et FI, comprises entre leurs directions et l'apj 

La charge de ce point sera égale à la somme des forces P -+ 
ou à leur difiiérence P — Q, selon qu'elles seront toutes d 
de même sens (fig. 47), ou de sens contraires (fig. 48). 

Lorsque le levier est droit, les parties HF et Fï sont pro] 
tionnelles aux parties AF et BF, qui sont les distances 
points d'application des forces au point d'appui, distai 
comptées sur le levier lui-même, et que l'on nomme proj 
ment les bras de levier^ et, par conséquent, dans l'équilibre 
levier droit, les forces sont réciproques à leurs bras de 
vier. 

174. Si l'on veut considérer l'une des deux forces P et 
la force P par exemple, comme celle qui tend à donner le n 
vement à la machine, et que l'on nommera la puissance^ et 1 
tre force Q, comme l'effort qu'il faut vaincre, et que l'on n- 
mera la résistance, on pourra distinguer plusieurs espècej 
leviers, suivant la place qu'occupe le point d'appui F, rel 
vement à ces deux forces. 

Si l'appui tombe entre la puissance et la résistance, on i 
le levier de la première espèce (fig. 47)? où la puissam 
d'autant plus d'avantage, que son bras de levier AF est ] 
long. 

Si l'appui laisse la résistance Q entre lui et la puissanc 
on aura le levier de la seconde espèce (fig. 48), où la puisse 
a toujours de l'avantage. 

Enfin, si la puissance tombe entre le point d'appui et la 
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sislance, on aura le levier de la troisième espèce {fig. 49)9 où 

la puissance a toujours du désavantage. 
Mais ces différents leviers reviennent tous au même, sous le 

rapport de Féquilibre. De quelque manière que la puissance et 
la résistance soient disposées entre elles et à Tégard du point 
d'appui y si on les. transporte toutes deux parallèlement à elles- 
mêmes en ce point, il faut toujours que les deux couples qui en 
naissent soient équivalents et contraires : ainsi les distinctions 
précédentes sont inutiles dans la théorie, et ne peuvent servir 
que dans le discours. 

175. Supposons actuelleitfent que le levier soit sollicité par 
nn nombre quelconque de puissances P, Q, R, etc. (fig. 5o), 
toutes situées dans un même plan avec le point d'appui F. 
En abaissant de ce point les perpendiculaires FH, FI, 
FK, etc., sur leurs directions, et considérant chaque force P 
comme transformée en une autre égale, parallèle et de même 
flou, appliquée en F, et en un couple (P, — P) qui a pour 
Iras de levier la distance FH de cette force au point fixe, on 
▼erra, comme ci-dessus, que la résultante de toutes les forces 
transportées sur le point fixe est toujours détruite par sa résis- 
tance, mais que le couple résultant doit être nul de lui-même 
pour l'équilibre, comme si la verge était parfaitement libre : 
f où Ton conclura que la somme des moments PxFH, QxFI, 
RxFK, etc., doit être égale à zéro, en comptant comme posi- 
tifs tous les moments des forces qui tendent à faire tourner 
dans un sens, et comme négatifs les moments qui tendent à 
faire tourner dans le sens contraire. 

Oïl trouvera aussi que la charge du point d'appui est absolu- 
înent la même que si toutes les forces s'étaient transportées 
parallèlement à elles-mêmes en ce point, sans changer de gran- 
ievLT ni de sens. 

176. Si les forces P, Q, R, etc., agissaient dans des plans 
différents, on verrait de la même manière qu'en transportant 
U)utes ces forces parallèlement à elles-mêmes au point fixe, 
tous les couples qui en proviennent doivent donner un couple 
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résultant nul de lui->méme, ou doivent être en équilibre entre 
eux. 

Mais, pour exprimer cette condition, il faut ici trois équations 
qui expriment que la somme des moments des forces, estimés 
par rapport à trois axes qui se croisent dans Fespace au point 
d'appui , sôit nulle d'elle-même à l'égard de chacun de ces 
axes (65). 

Sur quoi Ton peut observer que les trois axes peuvent être 
menés d'une manière quelconque par le point fixe, pourvu 
qu'ils ne soient pas dans un même plan ; car les trois équations 
précédentes n'assureraient pas alq^s l'équilibre du corps. 

Puisque les coupfes qui naissent des forces transportées au 
point fixe doivent être en équilibre d'eux-mêmes, il s'ensuit 
que les forces appliquées aux divers points du levier doivent se 
réduire aux mêmes forces, mais réunies parallèlement à elle»- 
mêmes au point d'appui ^ et, par conséquent, on peut exprimer 
la loi générale de l'équilibre du levier en disant que les forces 
appliquées doivent avoir une résultante unique qui passe par le 
point fixe : proposition qui paraît assez évidente d'elle-même^ 
et dont on part ordinairement comme d'un axiome pour arri' 
ver aux conditions précédentes (116 à 118). 

177. Jusqu'rci nous avons fait abstraction de la pesanteur 
du levier. Si l'on veut y avoir égard, il faudra considérer le 
poids de la verge comme une nouvelle force appliquée en son 
centre de gravité, suivant une direction verticale 5 et l'on com- 
binera cette force avec les autres, d'après ce que nous avons dit 
ci-dessus, comme si le levier était sans pesanteur. Ainsi, l'on 
voit que, dans le cas, par exemple, où toutes les forces et la 
direction du poids du levier se trouvent dans un même plan 
avec l'appui, c'est la somme de tous les moments, en y com- 
prenant celui du poids, qui doit être égale à zéro pour l'équi- 
libre. 

Donc, si l'on veut employer un levier dont le poids n'entre 
pour rien dans l'équilibre des forces, on n'aura qu'à le placer 
de telle sorte, que la verticale abaissée de son centre de gravité 
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tombe au point d'appui : alors, le moment du poids étant nul 
de lui-même, on n'aura plus à considérer que les moments des 
forces appliquées. 
• 

178. On a supposé que le point F du levier était arrêté dans 
tous les sens, de manière que le levier ne put avoir qu'un mou- 
vement de rotation autour de ce point fixe. Pour se procurer 
on tel point au dedans d'un corps, on le traverse ordinaire- 
ment par un essieu ou cylindre inflexible, d'un diamètre quel- 
conque; et lorsque le corps tourne autour de ce cylindre, il est 
alisolument dans le même cas que s'il tournait autour de son 
9ie considéré comme une droite fixe; et tous les points d'une 
même section plane qui est faite perpendiculairement à l'axe, 
et dont il résulte un cercle dans le cylindre, sont dans le même 
cai que s'ils tournaient autour du centre de ce cercle. 

A la vérité, dans la disposition précédente, le levier n'a pas 
la liberté de pirouetter en tous sens autour du point fixe *, mais 
knqne les forces qu'on y suppose appliquées sont toutes dans 
on plan perpendiculaire à l'axe autour duquel il peut tourner; 
les lois de l'équilibre y sont parfaitement les mêmes. Au reste, 
on pourrait placer dans la verge une sphère fixe qui la touchât 
au moins en quatre points, de manière que ces quatre points 
(lissent comme les points de contact d'une pyramide circonscrite 
à sa surface : le levier alors, en tournant autour de cette sphère, 
pourrait être considéré comme s'il tournait autour de son 
centre. 

Mais le plus souvent le levier ne fait que poser sur l'appui 
fixe, comme on le voit fig, 46, 47^ 48- Alors les conditions 
données plus haut ne suffisent plus pour l'équilibre, abstrac- 
tion faite du frottement. Il faut non-seulement que les forces 
appliquées aient une résultante unique qui passe au point 
d'appui, mais encore que la direction de cette résultante soit 
iK>rmale à la surface de contact du levier avec l'appui : car si 
die tombe obliquement sur le plan tangent à cette surface, on 
pourra la décomposer en deux autres, l'une perpendiculaire, 
et l'autre parallèle à ce plan. La première sera détruite; mais 
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la seconde obtiendra son effet, et fera glisser le levier sur 
pui, comme on le verra à l'article du plan incliné. 

De la Balance. 

i 79. La balance ordinaire est un levier du premier g< 
aux extrémités duquel sont suspendus par des cordons 
bassins destinés à recevoir les corps dont on veut compan 
poids. On dispose ordinairement cette machine de manier 
son centre de gravité passe par la verticale menée par le ; 
d'appui F (fig. 5i) et que les bras du levier FA et FB s 
parfaitement égaux : alors on est sûr que deux corps grave 
se font équilibre dans les bassins ont des poids parfaite 
égaux, et, par conséquent , renferment des quantités égal 
matière. Ainsi, en prenant le poids d'un corps pour unit 
évaluera les masses respectives des différents corps en ( 
chant à combien d'unités de poids ils font équilibre. 

Pour qu'une balance soit juste, il faut donc , en pn 
lieu, que son centre de gravité tombe dans la verticale n 
par le point d'appui. 

C'est ce que l'on vérifie sur-le-champ , en examinant 
balance est en équilibre d'elle-même, c'est-à-dire lorsqi 
bassins sont vides ; et si cela n'a pas lieu, on rectifie aisé 
la balance à cet égard, en attachant à l'un des bassins o 
bras de levier un poids convenable qui rétablisse l'équil 

Il faut, en second lieu, que le point d'appui divise le 1 
ou le fléau en deux parties parfaitement égales ; et cett 
coude condition est la plus importante. 

Pour voir si elle a lieu, on n'a qu'à mettre deux cor] 
équilibre dans les bassins , et les changer ensuite de plac 
les bras de levier sont égaux, l'équilibre doit subsister em 
car les poids qui se sont fait équilibre sont égaux aussi, 
doit être indifférent de les changer de bassins. 

Mais si les bras de levier sont inégaux , l'équilibre ser 
truit', car les poids qui se sont fait équilibre sont en raiso: 
verse de ces bras de levier :.or, en les changeant de plai 
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plos grand poids agira à rextrémité du bras de levier le plus 
long, et, parcelle double raison, entraînera nécessairement 
l'autre. 

La balance alors sera fausse , et Ton ne pourra la rectifier 
qu'en changeant le point d'appui ou le point de suspension de 
Tun des bassins. 

On pourra néanmoins s'en servir, et connaître par deux 
^ireaves le poids véritable du corps. 

Car, soient P le poids inconnu du corps, xety les deux bras 
delà balance, et supposons que le poids P, placé dans le bassin 
qui répond au premier bras de levier x , fasse équilibre à un 
poids connu A placé dans l'autre bassin ; on aura 

T?x = Ay. 

Mettons actuellement le poids P dans le bassin qui répond au 
liW (de levier y, et supposons qu'il fasse équilibre à un poids 
coAini B placé dans l'autre ; on aura 

Py = Bic. 

Mnltipliant ces deux équations membre à membre, il vient 

P* = AB, d'où P=x/ÂB- 

c- est-à-dire que le poids du corps est moyen proportionnel 
géométrique entre les deux poids auquel il fait alternativement 
^ilibre dans les deux bassins de la balance. 

De la Romaine. 

180. La balance romaine est aussi un levier droit du pre- 
mier genre, mais dont les bras FA, FB [fig. Sa) sont iné- 
gaux. 

A l'exirémilé A du bras le plus court, on suspend le corps 
dont on veut trouver le poids Q 5 on l'altache par un crochet, 
ou bien on le pose dans un bassin qui est suspendu librement 
an point A, comme dans la balance ordinaire. Sur l'autre bras 
FB de la romaine est un poids connu />, mobile au moyen d'un 
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anneau le long de ce bras;, de sorte qu'en le faisant glisser à 
une distance convenable FI de Tappui F, il fait équilibre au 
poids du corps qui agît de l'autre côté. 

Si donc, à chaque point I du bras FB, on marquait en hom^ 
bres le rapport des deux forces Q et|> qui se font équilibre, oa 
aurait un instrument fort commode pour peser les différents 
corps à l'aide d'un même poids p qui servirait d'unité. Il suffis 
rait, dans chaque cas, de chercher le point I où il faut amener 
le poids mobile p pour cpntre-balancer le poids Q , et l'on 
trouverait marqué en ce point le rapport de Q kp :ce qui est 
précisément le poids cherché du corps. 

Lorsque la romaine est tellement construite , que le centre 
de gravité de toute la machine, c'est-à-dire du fiiéau et du bas- 
sin, tombe précisément sur le point d'appui F, latioi de l'é- 
quilibre entre les deux forces appliquées est la même que si le 
levier AC était sans pesanteur. Ainsi, le rapport de Q àpest 
égal à celui des deux bras FI et FA, et, dans ce cas, il est bien 
facile de construire une romaine, c'est-à-dire d'en marquer 
les différentes divisions. 

Mais si le centre de gravité de la machine tombe à droite 
ou à gauche de l'appui, le rapport de Q à /) n'est plus celui des 
bras de levier IF et AF -, il doit être augmenté ou diminué d'une 
certaine quantité qui dépend du poids V de la machine, et de 
la distance de ce poids V à l'appui : ainsi, les divisions de la 
romaine doivent être changées. Mais on sent, par ce que je 
viens de dire, que ces divisions seront encore distribuées de U 
même manière; seulement le point de départ, c'est-à-dire le 
point où l'on doit compter zéro pour le poids Q, ne sera plus 
en F sur l'appui ^ mais il devra être avancé ou reculé enO 
(fig. 53), d'une certaine quantité FO, qu'il est bien facile d^ 
déterminer, 

181. Mais sans connaître ni le poids ni le centre de gravité 
de la romaine , on peut en marquer exactement les divisions 
de la manière suivante, que la théorie des couples rend la plus 
naturelle et la plus facile à retenir. 
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h iUppcMe d^abord le bassin vide, ou le -poids Q nul, et je 
fais avancer le poids mobile p jusqu'en un point O, qui se peut 
trouver à gauche ou à droite de Tappui, mais qui est tel, que 
le fléau AB devienne horizontal. Dans cet ëtat, le centre de 
gravité de tout le système , en y comprenant le poids mobile p, 
passe au point F, et le poids de toute la machine est détruit. 
C'efi doiic au point O qu'il faudra marquer zéro, puisque alors 
le ^ids Q est tout à fait nul. 

Actuellement, je suppose que, dans le bassin vide on mette 
mifoidsp^ =p\ il est clair que Téquilibre sera rompu, mais 
que &i l'on éloigne le poids mobile d*une quantité convenable, 
Téquilibre sera rétabli. Ainsi, quand d'un côté on ajoute au 
{V>id89 de r autre côté il faut chercher ce qu'on doit ajouter au 
bras de levier pour maintenir Téquilibre. Or, qu'on imagine 
la force pf transporté^ parallèlement à elle-même du point A 
au point d'appui F, elle y sera détruite, et il ne restera qu'un 
couple (|/, — |/), appliqué sur FA = r, et dont le moment est 
pfr. Ainsi, le poids p' qu'on met dans le bassin vide ajoute de 
ce côté de la romaine un couple ou moment |>r : il faut donc 
ajouter de l'autre côté un couple égal et contraire ( — jp, 4- p) 
qai ait un même bras de levier r. Or qu'on place ce couple, ce 
qui est permis, sur la ligne OH = r : alors la force — p détruit 
aon égale et contraire p, et il ne reste que -H p, qui n'est en 
quelque sorte que le poids mobile |> qu'on aurait éloigné de la 
quantité OH =:; r. On voit donc que, pour chaque poids j!» qu'on 
ajouterait dans le bassin , il faudrait éloigner le poids mobile 
de la longueur constante r du petit bras de la romaine; et si 
l'on ajoutait une fraction quelconque de pj il est évident, par 
)a même démonstration, qu'il faudrait éloigner le poids mobile 
d'une même fraction de r. 

Donc, à partir du point O déterminé ci-dessus, il faudra 
porter des parties égales à r, et marquer en ces points de divi- 
sion, o, I, A, 3, 4» &9 etc. Et si l'on veut marquer des fractions 
intermédiaires, des dixièmes, des centièmes, par exemple, on 
aura un instrument qui pourra servir pour évaluer le poids 
des corps à ces décimales près du poids connu p. 
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On voit que la balance romaine pleut être utile en beaucoup 
dé rencontres où la balance ordinaire ne serait d'aucun uéagei» 
puisque celle-ci exige diâ(érents poids pour peser les différents 
corps, tandis que la romaine ù'en exige qu*un seul. 

Elle a encore cet avantage, que le point d'a^ui ou de sus- 
pension y est moins fatigué par la charge ou la pression des 
corps que l'on pèse, car dans la balance ordinaire cette pres- 
sion est double du poids du corps, ou aQ ; au lieu que dans la 
romaine elle est simplement Q -+-/>, ou seulement Q, c'est-à- 
dire la moitié de la précédente, si l'on veut regarder le ppidsp 
comme faisant lui-même partie du poids total de la machine. 

On peut varier cette balance de différentes manières, en 
rendant mobile, au lieu du poids />, le poids Q du corps qu'il 
s'agit de peser, ou bien le point de suspension du fléau ÂB, ce 
qui donnerait lieu à différentes constructions ] mais le principe 
en est toujours le même, et il est inutile de s'y arrêter. 

Du Peson. 

182. On peut encore, pour évaluer les poids, employer mi 
levier coudé ACB (fig. 54) mobile autour du point fixe C^ et 
dont les bras CA, CR font entre eux un angle droit ACB; ei 
c'est cette espèce de balance qu'on appelle le peson. 

Je suppose, pour plus de simplicité, que le bras CB, au bout 
duquel le corps est suspendu, soit continué de l'autre côté de 
l'appui d'une longueur. égale CB'; de manière que le centre de 
gravité de cette branche BB' tombe précisément au point C qui 
en e$t le milieu. Alors le poids du bras CB se trouve détruit 
dans toutes les positions du levier coudé autour du point fixe, 
et Ton peut se dispenser d'y avoir égard. Mais, pour l'autre 
bras CA, son propre poids contribuera, avec celui qu'on 
pourrait y attacher d'ailleurs, à contre-balancer le poids du 
corps. Le plus souvent même ce bras ou cette aiguille est d'une 
maûère assez pesante pour que la force p qui en résulte en son 
centro de gravité G fasse toute seule l'office du contre-^poids. Au 
reste, je supposerai- que p représente le poids total de l'aiguîHe 
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et des corps qui pourraient y être attachés, et que le commun 
centre de grayîté soit en G, à la distance CG de l'appui. 

Cela posé, le peson étant libre, FaiguîUe CA tombant dans 
la yerticale CO, et le bras CB étant horizontal, je suspends en 
B nn corps dont le poids est Q ; le bras CB s'abaisse vers la 
verticale, et Tautre CA s'élève : ainsi la distance BH de la force 
Q i l'appui diminue, et la distance GI de l'autre force pj au 
jqéme point, augmente ; de sorte que le levier coudé, pour se 
mettre eu équilibre, doit prendre une position où les moments 
QxBH etjî X GI soient égaux de part et d'autre. 

• Or, soient ç l'angle ACO que fait l'aiguille avec la verticale, 
R la distance CG de son centre de gravité à l'appui, et r la lon- 
gaenr du bras CÇ où le corps est suspendu. Comme on a 
GI s= R sin y, et BH = r cos y, l'équation de l'équilibre devient 
p. R sin 9 = Q . rcos y ; ce qui donne 

tangy = g^.Q5 

d'où il résulte (puisque les trois quantités p, R et r demeurent 
inTariables)que la tangente de l'inclinaison (f de l'aiguille 
croit précisément en proportion du poids Q du corps. 

Si donc on adapte au peson un quart de cercle COAM, qui 
représente le secteur que l'aiguille peut parcourir depuis la 
verticale CO jusqu'à l'horizontale CM, il est bien facile de 
marquer aux différents points de cet arc les nombres qui ré- 
pondent aux différents poids. 

En effet, qu'on ïnène la tangente indéfinie OT, et qu'on 
suspende d*abord en B le poids que l'on veut prendre pour l'u- 
nité, ce poids fera monter l'aiguille d'un certain arc AO5 et la 
direction de cette aiguille étant prolongée jusqu'à sa rencontré 
^ a, avec la ligne OT, la partie Oa représentera la tangente 
de cet arc qui répond à l'unité de poids. Ainsi, il n'y aura qu'à 
^porter sur la ligne OT, à partir du point O, des parties ^ales 

* 0«, et, par les points de division, tirant des lignes au centre 
^iôri aura,: sur le quart de cercle, les points correspondàjlts 
^ù il faudra marquer les nombres o, l, 2, 3, 4? etc.; et, si Toii 

II. 
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veut sidxliviser chaque partie de OT en fractions, on aara^ 
par la même construction, les points de Tare ou il faut mar- 
quer les mêmes fractions du poids que l'on -a pris pour Fnnité. 

183. Quelque petit que soit le poids p de Taiguille, on voit 
par la proportion Ql p II R tang(p : r, que ce poids p suflBt 
toujours pour contre-balançer un poids Q aussi grand qu'on le 
voudra : ear la tangente de (f peut devenir plus grande que 
toute quantité donnée. Ainsi, le peson est d'un usage bien plus 
étendu que la romaine, et, sous un petit appareil, cette ma- 
chine peut servir à peser les corps les plus considérables. 

Mais si la tangente de Tare 9 augmente par degrés égaux 
avec le poids Q du corps. Tare lui-même n'augmente que par 
degrés în^au^ qui diminuent sans cesse, et les divisions su-* 
périeiires du peson deviennent de moins eh moins sensibles- 
pour les mêmes accroissements de poids. Par conséquent, si 
l'on veut que la machine marque plus nettement ces différen- 
ces, il ne faut pas que le poids de l'aiguille soit trop petit.. 
Aussi, pour peser de lourds fardeaux, on charge l'aiguille d'un 
certain poids, ce qui lui permet de rester dans la partie 
moyenne du quart de cercle, où les inégalités de poids sont 
marquées d'une manière plus sensible. 

De là Poulie. 

184. L'équilibre de la poulie se rapporte naturellement à 
relui du levier. 

La poulie est une roue circulaire ABK {flg. 55), mobile 
dans une chape CN, autour d'un axe C. Une partie AB de sa 
circonférence est enveloppée par une corde PABQ dont les 
deux extrémités sont tirées par deux forces P et Q. Si l'on 
mène les deux rayons CA et CB aux deux points extrêmes de 
contact, on peut r^arder les deux forces P et Q comme appli- 
quées aux extrémités d'un levier coudé ACB,dont les deux bras 
sont parfaitement égaux ^ et, par conséquent, il faut, pour 
l'équilibre, que les deux forces P et Q soient parfaitement 
égales. 
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Pour la charge du centre C de la poulie, elle est la même 
(171 ) qae si les deux forces P et Q s'y transportaient parallè* 
louent k leurs directions, en P^ et Q^. Ainsi, en achevant sur 
les deux lignes CP' et CQ', qui représentent leurs grandeurs, 
leloêange PCQ'R, la diagonale CR représentera la charge R 
dupointC. 

Mais si Von joint AB, on formera un triangle isocèle ACB, 
semblable au triangle PCR, et, par conséquent, on aura 

.F ou P:R::AC:AB. 

Cest-à*dire que F une des deux forces FetQ appliquées à la corde 
«Il dia charge que supporte F axe de la poulie comme le rayon de 
la poulie eslàla sous-len^nte de Varc embrassé par la corde» 

185. Supposons que Taxe, au lieu d'être fixe, soit reteiiu 
par une force égale et contraire à la pression qu'il éprouve, et 
mm Textrémité du cordon AF [fig. 56), au lieu d'être tirée 
parla force P, soit invariablement attachée à ui^pointfixeF; 
l'équilibre de la poulie ne sera point troublé, et le cordon de- 
meurera toujours tendu de la même manière. 

La puissance Q sera donc à la force qui retient le centre de 
la poulie dans le même rapport que ci^lessus. 

Ainsi, en considérant im poids P attaché à la chape CN par 
un cordon dirigé vers le centre de la poulie , on aurait : la 
puiiêonce Q^ qui tend à faire monter le poids, est d ce poidt 
comme le rayon de la poulie est à la sous-tendante de tare embrassé 
par la corde^ 

Lorsque Tare est égal au tiers de la demi -circonférence, la 
aouSi-tendante AB est égale au rayon, et la puissance est égale 
à la résistance. 

Lorsque les deux parties de la corde sont parallèles, la sous-> 
tendante AB (fig. 5^) est double du rayon, et la puissance 
s'est que la moitié de la résistance. C'est le cas le plus favo-* 
rable a la puissance, puisque le diamètre est la plus grande 
corde du cercle. 
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DU TOUE, 



1S6. Le tour en général est, comme nous Tavons dit, un 
corps solide de figure quelconque, qui n'a que la liberté de 
tourner autour d'un axe fixe. 

Mais ce que Ton nomme iovr ou treuil dans les arts est un 
cylindre aux bases duquel on adapte ordinairement deux autre» 
cylindres de même axe, mais d'un diamètre plus petit, et que 
l'on nomme tourillons» Ces tourillons reposent sur deux appuis 
fixes F et H [fig. 58), et le cylindre, en tournant sur, ces tou- 
rillons, est absolument dans le même cas quesMl tournait au- 
tour de son axe, considéré comme une ligne fixe. 

Là résistance que Ton se propose de vaincre, ou le poids (^ 
que l'on veut, élever^ est appliquée à une corde qui s'enroule 
autour du cylindre, tandis qu'une puissance P le fait toumer, 
soit en agissant par une corde CP tangentiellement a une roue 
(GB) perpendiculaire à Taxe de ce cylindre et solidement Uéq 
avec lui, soit en agissant à l'extrémité d'une barre qui traverse 
le cylindre à angle droit, soit au moyen d'une manivelle, etc. 
: Les dénominations du tour varient suivant l'objet auquel on 
le destine et suivant sa position. On le nomme ordinairement 
Éour ou treuil lorsque l'axe du cylindre est horizontal, et cabes" 
tan lorsque Taxe est vertical et qu'on se sert de barres pour 
y appliquer la puissance. Mais quels que soient l'objet et la 
position de cette machine, et de quelque manière qu'on lui 
communique le mouvement, les conditions de l'équilibre y 6on| 
toujours les mêmes. Ainsi, nous la considérerons, pour plus de 
simplicité, sous le premier aspect. Nous supposerons que l'axe 
AB du cylindre soit horizontal, et, par conséquent, le plan de 
la roue vertical; que la puissance P agisse suivant i^e direc- 
tion tangente en. un point donné C à la circonférence de la 
roue, et que la résistance Q agisse dans un plan parallèle i 
celui de la roue, suivant une direction verticale tangente à la 
surface du cylindre, ou plutôt à la circonférence de la section 
circulaire DIO faite dans ce cylindre au point D de contact. 
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.11 a'agic de déterminer d'abord le rapport de la puissance à 
la résistance dans le cas de l'équilibre, et en second lieu les 
pressions qu'éprouvent les appuis F et H qui soutiennent les 
tonrillons. 

Soient B le centre de la roue, A celui de la section DIO. 
Menez les rayons CB et DA qui seront perpendiculaireis auiL 
forces respectives P et Q. 

Je transporte la force Q parallèlement à elle-même du point 
Dan point A. Il en nait une force Q' égaie, parallèle à Q et de 
même sens, appliquée en A, et un couple (Q, — Q) qui a pour 
bras de levier le rayon DA du cylindre. Je transporte de même 
la puissance P de Cen B pi en nait une force P' égale, paral- 
lèle et de même sens, appliquée en B, et un couple (P, -^ P ) 
qui a pour bras de levier le rayon CB de la roue. 

Les deux forces P'et Q', étant appliquées aux deux points 
A et B qui appartiennent a Taxe fixe du cylindre, sont évi- 
deinment détruites par sa résistance. 

Mais les deux couples (P, — P) et (Q, — Q) doivent se 
faire équilibre d'eux-mêmes; car, si l'on transporte, pour 
j^ns de clarté, le couple (Q, — Q) dans le plan du couple 
(P, — P), ce qui est permis, on voit que ces deux couples se 
composent en un seul qui ne peut jamais être en équilibre 
a^utour du centre B de la roue. Le couple résultant doit donc 
être nul. de lui-même, et, par conséquent, les deux couples 
contraires (P, — P) et (Q, — Q) doivent être équivalents. 
Ainsi, leurs moments P X CB et Q X DA doivent être égaux, 
etl'onaP:Q::DA:CB. 

C'est-à-dîre que, pour r équilibre du tour, il faut que la puis- 
ionee saiid la résistance comme le rayon du cylindre est au rayon 
iéiaroue. 

Des pressions exercées sur les appuis. 

187* Les deux couples (P, — P) et (Q — Q) étant en équi- 
libre d'eux-mêmes, il n'y a que les deux forces P' et Q' qui 
puissent charger l'axe fixe, et, par conséquent, les appuis : 
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d'où Ton Yoit d'abord que la presiûm exercée par les forces 
P etQ appliquées au treuil est absolument la mêtne que «t ce$ 
forces étaient transportées sur Vaxe, parallèlement à eUes^4némes, 
dans leurs plans perpendiculaires à cet axe. 

Pour obtenir les pressions individuelles dés appuis F ecH, on 
décomposera la force Q' en deux autres, parallèles q et ?', ap- 
pliquées aux points respectifs F et H ; et de même la fonce P^ en 
deux autres parallèles p et p'^ appliquées aux mêmes points. 
La résultante des deux forces p et q exprimera en grandeur 
et en direction la pression de l'appui F ; et la résultante des 
deux forces p^ et q' celle de Tappui H. 

Nous avons fait abstraction de la pesanteur du treuil. Ordi- 
nairement le corps de cette machine est symétrique par rap- 
port à Taxe fixe, et son centre de gravité tombe sur run des 
points de Taxe lui-même. Alors le poids du treuil ne trouble 
point la proportion établie ci-dessus entre la puissance et la 
résistance, mais il cbange les pressions exercées sur les appuist 
Pour connaître les valeurs réelles de ces pressions, on consi- 
dérera tout le poids du treuil comme une force verticale V 
appliquée en son centre de gravité G ; et si Ton décompose 
cette force en deux autres parallèles g et 9', appliquées aux 
points Fi et H, la résultante des trois forces p, q elg expri- 
mera la charge réelle de Tappui F^ et la résultante des trois 
forces /i', q' et g\ celle de l'appui H 3 de sorte que l'on saura 
de quelles résistances les deux points d'appui doivent être an 
moins capables, pour n'être pas entraînés par les efforts com- 
binés des deux forces P et Q, et du poids V de la machine. 

188. On a supposé que les cordes DQ, CP éuient infini- 
ment déliées ; mais les cordes sont ordinairement d^un diamè- 
tre fini, ce qui change sensiblement le rapport que nous avons 
établi entre la puissance et la résistance. En effet, les forces 
P et Q, que l'on peut regarder comme agissant suivant les 
axes des cordons, ont leurs bras de levier respectifs augmentés- 
des demi-diamètres de ces cordons. On n'a donc pas alors : 
la puissance est à la résistance comme le rayon du cylindre est 
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aarayon de la roue; mais bien, la ptrisMonee P est à la rém- 
km Q comme le rayon du cylindre augmenté du rayon de la 
torée DQ eei au rayon de la roue augmenté du rayon de la 
mieCP. 

& les raTons des cordes DQ et CP sont proportionnels aux 
rayons du cylindre et de la roue, cette proportion revient à 
> Il première, comme si les cordes étaient des fils infini- 
ment petits, appliqués tangentiellement à la roue et au 
cylindre» 

189. Si l'on veut considérer actuellement un tour sollicité 
par tant de forces que l'on voudra, situées dans des plans per- 
pendiculaires à Taxe, on verra, comme ci-dessus, qu'en triins- 
fimnant chaque force en une autre égale, parallèle et de même 
aeni, appliquée sur l'axe, et eu un couple qui aura pour bras 
dejevier la distance de la force à Taxe, toutes les forces 
tnn^rtées sur Taxe seront toujours détruites par sa résis- 
UnaBi mais que tous les couples devront se réduire à un couple 
nul de lui-même pour l'équilibre. Or, tous ces couples étant 
dansde^ plans parallèles, le couple résultant sera égal à leur 
loinme) et, par conséquent, il faudra, pour l'équilibre, que la 
femme des moments des forces par rapport à l'axe soit ^ale à 
léro, en prenant avec des signes contraires les moments des 
forces qui tendent à faire tourner en sens contraires. 

Poar les pressions exercées sur l'axe fixe, elles seront évi- 
demment les mêmes que si toutes les forces appliquées s'y 
Paient transportées parallèlement à elles-mêmes, sans sortir 
de leurs plans perpendiculaires à cette ligne. 

Lorsque les forces appliquées au treuil sont dirigées dans 
dei plans quelconques, on peut décomposer chacune d'elles en 
deux autres, l'une parallèle, l'autre perpendiculaire à la di- 
rection de l'axe fixe. Mais, les forces parallèles étant transpor- 
tées dans l'axe, leur résultante est détruite par la résistance 
lonptndinale de cet axe, et leur couple réisultant, qui passe 
par le même axe, est détruit par sa résistance transversale. H 
ne reste donc à considérer, pour l'équilibre du treuil, que le 
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glt>upe des forces qui sont situées dans des plans perpendicu^^ 
laîres à l'axe fixe, ce qui revient au cas précédent. 

Ainsi, en nommant P, P^, P^^, etc.^ les forces appliquées ;^ 
w, cd', «'', etc., leurs inclinaisons sur l'axe, et p^ f\ f"^ ete., 
leurs plus courtes distanjces à cette droite, on aura pour l'équi- 
libre l'équation . 

P/i sin tt) + P'|)'sîn Où' -h P'^p'' sîn tt)"-!- etc. =; o, 

ce qui est la condition exprimée au n** 120. 

Quant à l'axe du treuil, il sera pressé, i® par les compo- 
santes P sin cd, P' sîn tt)', P'' sin «'', etc. , iransportéeis ôur cet 
axe 5 2** par la résultante des forces parallèles P cos w, P' cos »', 
P'' cos w^, etc., qui tend à entraîner le tteuîl dans le sens de 
sa longueur 5 et 3** enfin, par le couple résultant de ces der- 
nières composantes, cecjui revient à deux forces égales per- 
pendiculaires à Taxe, et qui le poussent en sens contraires. 

DU PLAN INCLINÉ. ^ 

190. Lorsqu'un point est pressé contre un plan inébrainli- 
ble et inflexible, par une force normale à ce. plan, il est clair 
que ce point doit rester en équilibre \ car il n'y a pas de raison 
pour qu'il se meuve dans le plan, d'un côté plutôt que de l'aiir 
tre, puisque toutes les directions qu'il pourrait prendre font 
un même angle droit avec la direction de la force; et d^aiUeurs 
il ne peut se mouvoir à travers le plan qui est supposé par- 
faitement inflexible. 

Réciproquement, le point dont il s'agit ne pourra être en 
éffuilibrc; à moins que la force qui le presse ne soit normale au 
plan d'appui ; car, si elle y était inclinée, cette force pourrait 
se décomposer en deux autres, l'une perpendiculaireau plan 
et l'autre située dans ce plan; La première serait détmitç', 
mais la seconde obtiendrait son efl^et^ car il est visible qu'elle 
ne pourrait être altérée par la présence du plan le long duquel 
elle tend à s'exercer. Ainsi, il n'y aurait pas équilibre.- 

On peut dire la même chose d'un point qui s'appuie sur nnr 
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sar£u»oottFbe, et le considérer comme s'il reposait sur le plan 
tangent mené A la surface par ce point même. Il faut donc^ 
pour Téquilibre, que la direction de la force qui le presse soit 
normale a ce plan, au point de contact; et voilà pourquoi, 
dansTéquilibredu levier qui ne fait que poser sur l'appui, il 
faut non-seulement que la résultante des forces y passe, mais 
encore qu'elle soit perpendiculaire à l'élément de contact du 

levier et de cet appui. 

# 

IW / On voit donc, d'après ce que l'on vient de dire, que 
lorsqu'un corps est tenu eh équilibre contre un plan inébran-^ 
Uile, ce plan ne peut détruire que des forces dont les direc- 
tûms lui sont normales aux différents points de contact, et que, 
par conséquent, sa résistance ne peut faire naître que de telles 
forces en sens contraires. 

Donc, si un corps de figure quelconque, sollicité par des 
forces quelconques P, Q, R, etc.- (fig. Sg), ne s'appuie contre 
un plan que par un seul point O, il ne pourra demeurer en 
éjriifibre, & moins que toutes les forces P, Q, R, etc., qui lui 
sont appliquées, ne soient en équilibre avec une force unique 
N, qui serait normale à ce plan au point O, et qui représente- 
rait sa résistance actuelle. Donc j pour l'équilibre d'un corps qui 
t*appuiepar un seul point contre un plan, il faut, i^ que toutes 
là forces appliquées aient une résultante unique^ a^ que la direc- 
tion de cette résultante soit normale au plan; 3^ qu'elle passe au 
point de contact. 

On voit que ces trois conditions reviennent à celles qu'on a 
données plus haut pour l'équilibre du levier qui ne fait que 
poser sur l'appui. Nous aurions pu les trouver par le même 
raisonnement et les exprimer de la même manière, en disant 
qae toutes les forces appliquées, étant transportées parallèle- 
meiit à elles-mêmes au point de contact, doivent y donner une 
i^ésoltante normale au plan, et que tous les couples engendrés 
doivent donner un couple résultant nul de lui-même. 

192. Lorsque le corps touche le plan par plusieurs points 
A, B, C, D, etc. (/îgf. 60), chacun des points de contact fait 
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naître xine résistance normale au plan en 'ce point ; mais tontes 
ces résistances, étant parallèles et de même s^s, se. composent 
toujours en une seule, dont la direction tombe nécessairement 
dans l'intérieur du polygone foitné par tous les appuis A, B, 
C, D, efjc. Les forces appliquées doivent donc être en équilibre 
avec cette force unique, et, par conséquent, lorsqtJ^un corpi 
s'appuie contre un plan par plusieurs points, il faut, pourTéqid^, 
libre, que les forces appliquées puissent se réduire à une uvJé, 
normale au plan, et dont la direction tombe dans t intérieur et 
polygone formé par tous les points de contact. 

On voit, par là, que si le corps repose par une surface ûmû^ 
la résultante doit rencontrer le plan en Fun quelconque de» 
points de cette surface. 

De la pression exercée sur le plan, 

193. Lorsque le corps ne repose que par un seul point, il 
est clair, d'après ce que nous venons de dire, que la pression 
exercée par les forces est égale à leur résultante. 

Si le corps repose par deux points A et 6 {fig. 6i), la ré- 
sultante N dont la direction, tombe nécessairement entre A 
et B, sur la droite qui joint ces deux points d'appui, se.déoonh 
pose en deux forces parallèles |> et g, qui expriment leurs pres- 
sions respectives. 

Soit O le point où la résultante N va rencontrer la ligne AÈ\ 
on aura pour la pression p du point A, N : p :: AB : BO; et 
pour la pression q du point B, N : g : : AB : AO 5 d'où l'on voit 
que, la résultante ou la pression totale N étant représentée par 
la distance AB des deux appuis, les deux pressions indifi- 
duelles de ces points sont représentées réciproquement par 
leurs distauces à la pression totale. 

Si le corps repose par trois points A, B, C {fig. 6a), la résul- 
tante N des forces appliquées doit passer en quelque point 
dans l'intérieurdu triangle ABC (192). Si de l'un des angles, 
de l'angle A par exemple, on mène la ligne AO, et qu'on la 
prolonge jusqu'à sa rencontre en I avec le côté opposé BC, la 
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force N se décomposera en deux autres parallèles petn appli- 
^pées aux points A et I. Ensuite, la force n se décomposera en 
deux antres parallèles g et r appliquées en B et C, de sorte que 
les trois ^rces p, g, r exprimeront les pressions respectives 
des trois appuis A, 6, C. 

Formons autour du point O, comme sommet, et sur les trois 
côtés respectifs BC, AC, AB' comme bases, les trois triangles 
BOC, AOC, AOB. Si Ton représente la pression totale exercée 
en par Paire du triangle ABC, les pressions exercées aux 
trois angles A,B, C seront représentées par les aires respec- 
tives des triangles BOC, AOC, AOB formés sur les c6tés op- 
posés. 

Car la force N, appliquée en O, est à la force p^ appliquée en 
A, comme AI est à OI: mais les triangles BAC, BOC, ayant 
même base BC, sont entre eux comme leurs hauteurs, ou comme 
la lignes AI et 01 également inclinées sur la base : on a donc 
m ;p :: ABC : BOC. Maïs un même raisonnement prouverait 
qn'oD a N : g :: ABC : AOC, et N : r :: ABC : AOB. 
Dmc, etc. 

i04. Lorsque le corps s'appuie sur le plan par plus de trois 
points (ou seulement par trois, s'ils tombent en ligne droite), 
les pressions individuelles des appuis sont indéterminées, parce 
qu'il y a une infinité de manières de décomposer la force N en 
d*autres forces parallèles appliquées en ces points. 

n suffit que ces pressions individuelles satisfassent à ces 
conditions, i^ qu'elles soient toutes de même sens que la près- 
non totale, 2^ qu'elles puissent se composer eu une seule, 
^e à cette pression totale et appliquée au même point O. 
Cette dernière condition exige trois équations, dont la pre- 
mière exprime que la somme des pressions est égale à la pres- 
sion totale*, et les deux autres, que la somme des moments des 
presnons individuelles, par rapport à deux axes quelconques 
tirés dans le plan des appuis, est égale au moment de la prés- 
non totale, par rapport aux mêmes axes (84 à 127). 

195. Si Ton veut considérer actuellement Féquilibre d'un 
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corps qui s'appuie à la fois contre plusieurs plans, on obser- 
tera que chacun de ces plans fait naître, aux divers points de 
contact, des résiistances de même sens, perpendiculaires i ce 
plan, et qui^ par conséquent, se composent toujours en une 
seule, perpendiculaire au même plan. Il faut donc que toutes 
les forces appliquées soient en équilibre avec ces diverses ré- 
isistances, qui seront en même nombre que les plans d* appui; 
^t, par conséquent, les forces qui tiennent en équilibre un 
corps appuyé sur plusieurs plans doivent toujours se réduire 
à autant de forces dirigées perpendiculairement vers ces pians 
respectifs, et qui tombent, pour chacun d'eux, dans rintérieur 
du polygone formé par les points de contact. 

. 196. On voit, par là, que si le corps ne s'appuie que sur 
4eux plans, en deux points par exemple, et n'est sollicité que 
par une seule force, ou par des forces qui aient une résultante 
unique, cette force ou cette résultante unique doit pouvoir se 
décomposer en deux autres dirigées suivant les normales ne» 
nées aux deux plans par les points de contact. Ainsi, il faut qo^ 
les deux normales aillent concourir en un même point sivai 
sur la direction de la force qui presse le corps, et se trouvent 
dans un même plan avec elle. D'ailleurs, cette force doit être 
dirigée dans l'angle des deux normales, qui est opposé à celui 
des deux plans, et son action doit avoir lieu vers cet angle, afin 
que ses deux composantes suivant les deux normales tendent i 
pousser le corps contre les plans, c'est-à-dire en sens contrairei 
des résistances qu'ils font naître. 

197. Si le corps s* appuie par trois points sur trois plans dif- 
férents, la force ^ui le presse doit être réductible à trois autres, 
dirigées suivant les trois normales menées aux plans par les 
points de contact. 

Mais il ne faut pas conclure de là que les trois normales 
doivent concourir en un même point sur la direction de It 
force, ni même qu'il doive y avoir une seule rencontre entre 
deux de ces quatre lignes ^ car trois forces qui ne se rencon- 
trent pas peuvent se composer en une seule, et une seule force 
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peut se décomposer suivant trois directions qui ne rencontrent 
pasJa sienne, et qui ne se rencontrent pas entre elles (75)« 

AppKeaUon de la théorie à quelqttes exemples. 

198. Ce que nous venons de dire contient toute la théorie 
de l'équilibi^ des corps qui s'appuient sur des plans. Nous 
JioDS. en faire quelques applications très-simples. 

Soit un corps de figure quelconque, appuyé par un nombre 
quelconque de points, ou par une base finie, contre un plan 
inébrazilable LDK {fig. 63), et sollicité par deux forces P et 
Qqoi le tiennent en équilibre sur ce plan. 

B'àprès ce qu'on a trouvé (192), les deux forces P et Q doi- 
?ent donner une résultante unique N normale au plan ; par 
âméqnent^ leurs directions doivent concourir en quelque 
point 9 comme en F^ et se trouver dans un plan perpendiculaire 
m^tlan LDK. De plus, la direction de cette résultante doit 
attêf rencontrer le plan LDK en Tun des points de contact du 
oorps, ou dans l'intérieur du polygone formé par les points de 
coQUiét. 

Supposons que toutes ces conditions soient remplies, et 
voyons simplement quels sont les rapports des forces P, Q, 
et de Ta pression N exercée sur le plan. 

Puisque les forces P et Q ont une résultante normale au 
plan, il faut que ces deux forces soient réciproquement pro* 
portionnelles aux sinus des angles PFN, QFN, que leurs di- 
rections foirent avec la normale abaissée du point F sur ce 
ptau : car on a vu (36) que deux composantes sont toujours eh 
raison réciproque des sinus des angles que leurs directions for- 
ment avec celle de leur résultante : on a donc 

Q:P::sinPFN:sinQFN. 

On a d'ailleurs, pour la résultante N, 

P:N::sînQPN:sinPFQ. 

De sorte cpie cKacune des forces P, Q, N peut être représentée 
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par le sinus de l'angle forme par les directions des deux autres. 
Ainsi, toutes les questions que Ton pourrait proposer sur les 
rapports d^s trois forces P, Q, N, et sur leurs directions, s^ 
réduisent à la résolution d'un triangle dont les trois côtés repré- 
senteraient les grandeurs des forces P, Q, N, et les trois angles 
leurs inclinaisons mutuelles. 

199. Supposons que la force P représente le poids du corps 
lui-même; sa direction FP sera verticale, et passera au centre 
de gravité de. ce corps. 

, Menons le plan horizontal LDH qui coupe le premier sui- 
vant LD, et nommons le plan LDK, sur lequel le corps s'ap- 
puie, le plan incliné. Le plan des deux forces P et Q, qui sera, 
d'une part, perpendiculaire au plan incliné, comme passant 
par la normale FN, et, de l'autre, perpendiculaire au plan hori- 
zontal, comme passant par la verticale FP, couperatces deux 
plans suivant deux droites A 6, AC, perpendiculaires à leur 
commune intersection LD, et qui comprendront entre ellei 
l'angle formé par le plan incliné avec Thorizon. 

Représentons simplement le plan horizontal par riiorizon- 
tale AC (fig. 64), et le plan incliné par la ligne AB oblique 
à la première. D'un point quelconque 6, pris sur AB, abais- 
sons une perpendiculaire BC sur AC, et dans le triangle ree- 
tangle ABC nommons, suivant l'usage, Thypoténuse AB, la 
longueur du plan incliné; le côté BC, sa hauteur , et l.e côté 
AC, sa base. 

La ligne FP étant perpendiculaire à AC, l'angle PFN sera 
égal à l'angle BAC, et la proportion Q:P::sinPFN:sinQFN 
deviendra 

Q : P :: sinBAC : sinQFN. 

Si la puissance Q est donnée en grandeur seulement, on 
trouvera par cette proportion, où il n'y aura que sinQFN 
dHnconnu, sous quel angle QFN cette puissance Q doit a^r 
pour faire équilibre au poids P. Or, comme à un même sinus 
répondent deux angles suppléments Tun de Tautre, on voit 
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que la même puissance Q pourra être employée de deux 
minières différentes pour faire équilibre à la résistance : soit 
eu faisant avec la normale FN au plan incliné un angle QFN 
Irouvé par la proportion ci-dessus^ soit en faisant avec la 
même ligne l'angle Q'FN, supplément du premier. 
On trouvera, par la même proportion, la grandeur de la 

puissance Q, lorsque l'on connaîtra sa direction, ou Tangle 

QFN qu'elle forme avec la normale. 

200. Le cas où la puissance Q est la plus petite, à Tégard 
de la résistance P, est celui où l'angle QFN- a le plus grand 
sinus, puisque la puissance est toujours en raison inverse de 
ce sinus. Mais le plus grand sinus répond à Tangle droit ; donc 
la puissance est alors perpendiculaire sur la normale FN, ou 
parallèle au plan incliné* 

Dans ce cas, Paugle QFN est égal à l'angle droit ACB (fig, 65), 
el la proportion précédente devient Q : P :: sinBAC : sin ACB. 
Mais, dans le triangle ABC, les sinus des angles A et C sont 
proportionnels aux côtés opposés BC, AB; et, par consé- 
^eht, on a 

Q:P::BC:AB. 

C'est-à-dire que, lorsque la puissance est parallèle au plan 
inelinéy elle est au poids du corps qu'elle y retient en équilibre comme 
\ahauteur-du plan est à sa longueur, 

201. Un corps pesant, abandonné à lui-même sur un plan 
incliné, ne tend donc à glisser le long de ce plan qu'en vertu 
de la pesanteur diminuée dans le rapport de la hauteur du 
plan à sa longueur, et c'est cette pesanteur le long du plan 
que Ton nomme la pesanteur relative, par rapport à la pesan- 
teur le long de la verticale, que Ton nomme pesanteur ahso^ 
lue. On voit que la pesanteur absolue étant représentée par 
la longueur du plan incliné , la pesanteur relative est repré- 
sentée par sa hauteur-, ou bien^ la pesanteur absolue étant 
représentée par le sinus de Tangle droit ou par l'unité, la 
pesanteur relative est représentée par le sinus de l'inclinaison 

12 
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(lu plan. Lorsque cette inclinaison est nulle, ou lorsque le plan 
est Horizontal, la pesanteur relative est nulle, et le corps reste 
eu repos sur le plan, comme cela doit être ; lorsque rincli-» 
naison du plan est égale au tiers d'un angle droit, la pesanteur 
relative est la moitié de la pesanteur absolue ; elle se confond 
enfin avec la pesanteur absolue , lorsque l'inclinaison du plan 
est égale à Tangle droit, et que, par consécpiënt, le plan incliné 
est devenu vertical. 

En général, pour comparer les pesanteurs relatives sur des 
plans différemment inclinés, on n^aura qu'^à comparer les 
sinus de leurs inclinaisons. 

Donnons la même hauteur BC à deux plans différemment 
inclinés, et adossons-les comme on le voit dans la fig^ 66: 
les pesanteurs le long de ces plans seront réciproques à leurs 
longueur» AB, BD; car elles sont directement proportionnelles 
aux sinus des angles A et D qui mesurent les inclinaisons des 
plans, et, dans le triangle ABD, ces sinus sont proportionnels 
aux côtés opposés BD et AB. 

Donc, si Ton a deux corps pesants M et N appuyés sur 
ces plans adossés, et qu'on les lie entre eux par un fil qui passe 
sur une poulie de renvoi placée en R, de manière que les deux 
parties rectilignes du fil soient parallèles à ces plans respec- 
tifs, ces deux corps ne pourront se faire équililu^e, à moins 
que leurs masses ne soient proportionnelles aux longueurs AB 
et BD des deux plans sur lesquels ils reposent. 

202. Lorsque la puissance Q (fig, 67) est horizontale, et, 
par conséquent, parallèle à la base AC du plan incliné, F angle 
QFN devient égal à l'angle ABC, et l'on a 

Q : P : : sinBAC : sin ABC , 
ou bien, 

Q:P::BC:AC. 

C*est-à-dire que, 9% la puissance est horizontale, elle est au poids 
du corps quelle tient en, équilibre sur le plan incliné comme la 
hauteur du plan est à sa base. 
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S03, Le cas où la puissance est la plus grande à Tégard du 
poids est le cas où l'angle QFN devient nul. La puissance Q 
^t aloES përpendicul^re au plan incliné, et la proportion 
Q:P :: sinBAG : sinQFN donne, pour sa valeur, 

QPXsinBAC 
= •= 00 . 
o 

H n'y a donc pas, à proprement parler, de maximum pour 
la puissance; mais ce résultat nous apprend qu^aucune force, 
quelque grande qu'elle soit, ne peut empêcher un corps pe- 
sant de glisser le long d'un plan incliné, en le pressant per- 
pendiculairement contre ce plan. Si nous voyons tous les jours 
arriver le contraire, c'est que les surfaces des corps, même 
les mieux polis, sont hérissées d'une infinité d'aspérités qui 
t'engagent entre elles dans le contact de ces surfaces, et les 
empêchent de glisser librement les unes sur les autres. Or 
nous avons fait abstraction' de cette propriété des corps, et de 
la résistance particulière qui en résulte, et que l'on nomme 
la force du frottement. 

904. Lorsqu'un corps pesant s'appuie à la fois sur plusieurs 
plaûs inclinés, en considérant son poids comme une force 
verticale qui passe par son centre de gravité, on trouvera les 
conditions de l'équilibre d'après ce qui a été dit (195), et les 
pressions respectives que souffrent les points de contact^ lors- 
que ces pressions seront déterminées. 

Si nous considérons simplement le cas où le corps est sou-- 
tenu aux deux points I et O [fig. 68 ) par deux plans inclinés^ 
HI, HO, il faudra (196) que les deux normales lA, OA,. à ces 
plans ) aillent concourir en un même point A de la verticale 
GP qui passe au centre de gravité G du corps^ et qui repré- 
sente la direction de son poids. De plus, comme le poids P 
de ce corps doit pouvoir se décomposer suivant ces normales, 
il faudra qu'elles soient toutes deux dans un même plan avec 
la direction GP, et, par conséquent, dans un plan vertical. 

Ces conditions suffisent pour l'équilibre, et si l'on prend, 

12. 
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sur la direction du poids, une partie quelconque AD qui re- 
présente sa quantité, et qu'on achève sur AD comme diago- 
nale, et suivant les directions AI et AO, le parallélogramme 
ABCD, la force P se décomposera en deux autres, représentées 
par les côtés AB et AC de ce parallélogramme. Ces deux forces 
seront respectivement détruites par les deux plans inclinés, 
et donneront en même temps les valeurs de leurs pressions 
.individuelles. 

Observons que le plan des deux normales LA, OA étant à 
la fois perpendiculaire aux deux plans inclinés, est perpendi- 
.culaire à leur commune intersection*, mais ce plan est en 
même temps vertical, puisqu'il passe par la verticale GP : 
donc la commune intersection des deux plans inclinés doit 
être perpendiculaire à un plan vertical : donc elle est horizon- 
tale. Ainsi, un corps pesant ne peut rester en équilibre entre 
deux plans inclinés, à moins que leur intersection ne soit 
horizontale^ ce qui paraissait d'ailleurs assez évident. 

De la Vis. 

205. La vis est une machine qui se rapporte à la fois au 
levier et au plan incliné. On y considère en général l'équilibre 
d'un corps qui se trouve en même temps assujetti à tourner 
autour d'un axe fixe, et à descendre uniformément le long de 
cet axe, en s' appuyant sur une surface inclinée. 

Mais pour exprimer clairement la construction de cette 
machine, considérons d'abord un cylindre droit ABCD (flg, 6g) 
que l'on développe sur un plan. Le développement est un rec- 
tangle BEMC dont la base BE est égale en longueur à la cir- 
conférence du cylindre, et peut s'exprimer par at^r, en nom- 
mant rie rayon du cylindre, et cr le rapport de la circonférence 
au diamètre. 

Divisons le côté BC en parties égales BR, RQ, QP, etc. ^ 
et, après avoir pris sur EM la partie EG = BR, menons BG, et 
les parallèles RH, QK, etc. 

Si Ton replie le rectangle BEMC sur le cylindre, la suite de» 
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droites BG, RH, etc., tracera sur sa surface une courbe con- 
tinue que Ton nomme hélice, la première droite BG, formant 
une portion de Thélice qui commencera en 6, et aboutira 
en R, où elle sera continuée par la seconde droite RH, et ainsi 
de suite. Chacune de ces portions de rhélice, dont les deux 
extrémités viennent aboutir sur la même génératrice, et qui 
fait ainsi le tour entier du cylindre, se nomme spire^ et l'in- 
tervalte compris entre deux spires consécutives^ mesuré le 
long de la génératrice, et qui est partout le même, se nomme 
le/iasderhélice. 

Puisque, dans le développement du cylindre, l'hélice est 
une suite de lignes droites parallèles, il est clair que la pro- 
priété caractéristique de l'hélice est d'être partout également 
inclinée aux diverses génératrices qu'ella va rencontrer sur la 
surface cylindrique. Lorsque le cylindre est vertical, elle est 
donc partout paiement inclinée à Thorizon , et un point a, 
qui repose sur cette hélice, et qui peut être regardé comme 
sitoé sur la tangente en ce point, est dans le même cas que s'il 
reposait en a* sur un plan incliné QHK, dont la base est 
QH = 2 ur, et dont la hauteur HK est égale au pas de Thélice, 
ct*sera designée simplement par h. 

306. Si l'on suppose donc que le point a soit pressé sur 
l'hélice par une force verticale />, et soit retenu en même 
temps par une force horizontale /", qui, appliquée tangentiel- 
lement au cylindre, empêche ce point de glisser sur l'hélice, 
on aura (202) 

f:p::UK:QH, 

ou 

/":/>:: A: 2or. 

Menons par le point a rhorizonlale ao, qui rencontre en o 
Taxe FI du cylindre, que je suppose fixe. Prolongeons indéfi- 
niment cette droite , et considérons-la comme un levier in- 
flexible, mobile autour du point fixe o. 

An lieu d'appliquer immédiatement au point a une force 
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horizontale/', pour retenir ce point sur rhélice, on pourrait 
appliquer une autre force parallèle q en un point quelconque 
du leyier 60 ; et cette force q ferait sentir au point a la même 
impression que la force /", si elle était à celle-ci dans la raison 
réciproque des deux bras de levier bo et ao, c^est-ànlire (en 
faisant fro = R, et observant que ao est le rayon r du cy-* 
lindre), si Ton avait 

î:/'r:r:R; 

mais on a trouvé ci-dessus 

Donc, en multipliant par ordre, on aura 
q:p :: AracrR^ 

c*est-à-dire que la puissance horizontale q sera à la force ver-' 
ticale p qui presse le point a sur Thélice, comme le pas de 
l'hélice est à la circonférence que tend à décrire la puissance q 
autour de Taxe du cylindre. 

Observons que le rayon r du cylindre, ou la distance ^e 
rhélice à l'axe, n'entre plus dans cette proportion. Ainsi, l'on 
aura toujours le même rapport entre la puissance q et la 
force/), quel que soit le cylindre sur lequel l'hélice est tracée, 
pourvu que le pas de cette hélice soit le même. 

On ne doit pas perdre de vue d'ailleurs que l'on n'a supposé 
le cylindre vertical que pour mieux fixer les idées et simplifier 
le discours ; mais que tout ce qu^on a dit de la force verti- 
cale p et de la puissance horizontale q doit s'entendre, en gé- 
néral, d'une force parallèle à l'axe du cylindre, et d'une puis- 
sance qui agirait dans un plan perpendiculaire au même axe, 
à la distance R de cette ligne. 

207. Actuellement il n'est pas difiicile de définir la vis et 
de trouver les conditions de son équilibre. 

La vis est un cylindre droit revêtu d'un filet saillant engen- 
dré parle plan d'un triangle, ou d'un parallélogramme, ou 
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d'une figure quelcouque qui, s'appuyaut par sa base sur uue 
génératrice, tourne autour de Taxe du cylindre, eu descendant 
le lopg d^-une hélice tracée sur sa surface. Tous les points qui 
composent le filet de la vis peuvent donc être regardés comme 
appartenant à des hélices décrites sur des cylindres de même 
axe, mais de rayons différents. Or toutes ces hélices ont évi- 
demment )e même pas^ et c'est ce que Ton nomme le pas de la 

TJ8. 

La^énération de Vécrou est la même. Concevons une pièce M, 
de figure quelconque, pénétrée par le cylindre : le triangle 
ouïe parallélogramme qui produit sur le cylindre le fi)et de la 
vis, produira dans Tintérieur de cette pièce un sillon ou creux 
parfaitement égal au filet, et que celui-ci remplira exactement; 
et cette seconde pièce, qui peut être régardée comme le moule 
de la première, forme Yécrou de la vis. 

Maintenant, si Tune de ces deux pièces est fixe, il est clair 
(pe l'autre lui est tellement assujettie, qu'elle n'a plus que la 
liberté de tourner autour de Taxe du cylindre, et de descendre 
Oa même temps sur la seconde, comme sur une surface incli- 
née. P y £t donc, entre les forces qui se feraient équilibre sur 
là piàce mobile, des relations particulières qui dépendent de 
son assujettissement à la seconde ; et ce sont ces relations qui 
constituent les conditions de 1 équilibre dans la vis. 

On ne considère ordinairement que deux forces appliquées 
à la pièce mobile ; Tune P parallèle à Taxe, et qui tend à la 
faire descendre en tournant autour de cet axe^ l'autre Q si- 
tuée dans un plan perpendiculaire à Taxe, et qui, au moyen 
d'un levier, tend à la faire remonter en sens contraire. Pour 
fixer les idées, nous supposerons ici que l'écrou soit mo- 
bile {fig. 70) et que la vis soit fixe : le rapport des deux forces 
P et Q serait absolument le même dans le cas où, Técrou étant 
fixe, la vis serait mobile. 

D^abord, si Fécrou ne posait que par un seul point sur le 
filet de la vis, en nommant h le pas de la vis, et R le bras de 
levier de la puissance ou la distance à l'axe, on aurait, d'après 
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ce qu'on a vu, 

Q:P::^:2crR. 

Mais, en quelque nombre de points que Técrou s'appuie sur 
le filet, on peut imaginer que la résistance P est décomposée 
en autant de forces parallèles p, p', p", etc., qui pressent en 
ces différents points, et que la puissance Q est partagée en au- 
tant de forces 9, q\ q"j etc., dont chacune fait équilibre en 
particulier à la force qui lui répond parmi les forces p^ p', 
p"^ etc., et comme on a constamment 

q :p :: A:2oR, 

q' \p' :\h\ix3^^ 

etc., 
on aura 

î-hî'-h?"... ou Q:/)-h/i'-hp"... ou PrrfctatjR; 

c'est-à-dire que, dans V équilibre de la vis, la puissance qui tend 
à faire tourner Vécrou est à larésistance qui le presse dans le sens 
de F axe cwnme le pas de la vis est à la circonférence que tend à 
décrire la puissance. 

Ainsi, la puissance a d'autant plus d'avantage pour contre* 
balancer la résistance, ou pour comprimer dans le sens de 
Taxe de la vis, que cette puissance agit à une plus grande dis* 
tance de l'axe, et que le pas de la vis est moindre. 

Du Coin. 

208. Le coin est un prisme triangulaire AF (fig, 72), que 
Ton introduit par l'une de ses arêtes EF entre deux obstacles, 
pour exercer latéralement deux efforts qui tendent à les 
écarter. 

L'arête EF, par laquelle le coin tend à s'enfoncer, se nomme 
le tranchant du coin 5 les deux faces adjacentes ADFE, BCFE, 
se nomment les côtés ^ et la face opposée ABCD, la tête. 
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C'est sur cette face qu'on applique le coup, au moyen d'un 
marteau ou d'un corps quelconque. Quelle que soit la direc- 
tion du choc, on peut toujours concevoir son action comme 
dàx)mpo8ée en deux autres, Tune perpendiculaire à la tète du 
coÎD, et qui obtient tout son elTet sur lui ; Fautre parallèle, et 
qui ne.lui imprime aucun mouvement, parce qu'elle ne peut 
tendre qu'à faire glisser le marteau sur ce coin. 

Nous supposerons donc sur-le-champ que la puissance soit 
appliquée perpendiculairement à la tête du coin, et nous cher- 
cherons simplement les eiTorts qui en résultent contre les deux 
obstacles perpendiculairement aux deux côtés. 

Par la direction de la puissance P, et perpendiculairement 
aux arêtes du coin, faisons passer une section MNO (fig. 73); 
la ligne MN pourra représenter la tète du coin, et les deux 
lignes MO et NO les deux côtés. D'un point A pris sur la di- 
rection de la puissance, abaissons deux perpendiculaires ÂB, 
ACsur les côtés MO, NO -, prenons la partie AD qui représente 
laqnaiitité et la direction de la puissance P, et achevons le 
ptrallëlogramme ABGD. 

La puissance P, représentée par AD, se décomposera en 
deux autres Q et R, représentées par AB et AC, et qui 
exprimeront les efforts exercés perpendiculairement aux 
côtés MO, NO. 

On aura donc P : Q : R comme AD 1 AB : AC ; ou, en met- 
tant BD au Heu de AC, comme AD : AB : BD, c'est-à-dire, 
comme les trois côtés du triangle ABD. 

Mais ce triangle est semblable au triangle MNO, parce que 
les côtés AD, AB, BD sont respectivement perpendiculaires 
aux trois côtés MN, MO, NO. 
On aura donc 

P:Q:R::MN:MO:NO, 

c'est-à-dire que , la puissance étant représentée par la tête du 
coin, les deux forces qui en résultent perpendiculairement aux 
côtés seront représentées par ces côtés eux-mêmes. 
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Si le triangle MNO est isocèle, les deux forces Q et ft son( 
égales, et la puissance P est à Tune d'elles comme la tête du 
coin est à Tun des côtés, que Ton peut dans ce cas nommer la 
longueur du coin. 

On voit, par ce que nous venons de dire, qu'à puissances 
égales, l'effort exercé par le coin est d'autant plus grand, que 
la tête en est plus petite par rapport à la longueur. 

De quelques Machines composées, 

209. Jusqu'à présent nous n'avons considéré qu un seital 
corps solide, gêné dans ses mouvements par différents obsta- 
cles^ et c'est ce qui forme les diverses machines simples. Nom 
allons considérer actuellement un assemblagie de machine» 
simples qui réagissent les unes sur les autres en vertu de Leur 
liaison mutuelle; et c'est ce que Ton nomme une mctchme 
composée. 

Si l'on ne suppose que deux forces appliquées à la machine 
composée, on voit que la machine simple, qui reçoit iiomé- 
diatement l'action de l'ime d'elles, transmet cette action, 
d'après les lois de sou équilibre, à la machine simple avec la- 
quelle elle est liée; que celle-ci la transmet de même à la miK 
chine suivante ; et ainsi de suite, jusqu'à la dernière qui com- 
munique l'action à la seconde force, ou à la résistance qu'il 
faut vaincre. Ainsi, il est toujours facile de déterminer le 
rapport de la puissance à la résistance par une suite de pro- 
portions données par les lois de l'équilibre des machines 
intermédiaires; et c'est ce qu'on va vérifier tout à l'heure sur 
quelques exemples très-simples. 

Mais nous devons faire observer que les questions suivantes 
se rapportent naturellement au problème le plus général de la 
Statique, c'est-à-dire font partie de cette théorie étendue où 
l'on recherche les lois de l'équilibre dans les systèmes dont la 
figure est variable suivant des conditions quelconques don- 
nées. Les deux axiognes qui servent de base à cette théorie 
sont : 
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i^ Que ii tm iffMme quelconque de points est en équilibre, char- 
pe poini doU être en équilibre de lui-même, tant en vertu des 
forces ^hU sont immédiatement appliquées, qu'en vertu des ré- 
mttmcês ou réactions qu'il éprouve de la part des autres points du 
ifstime^ 

2® Que deux points ne peuvent agir Vun sur Vautre que dans 
la direction ^e la droite qui les joint, et que l'action est toujours 
égale et contraire à la réaction. 

Au jacjen de ces deux axiomes et des conditions connues de 
Fépùlibre d'un corps libre, on peut trouver les conditions de 
l'équilibre d*un système quelconque de corps, pourvu qu'on 
sacbe évaluer les résistances qui naissent de leur liaison mu- 
ûielle : car ces résistances étant une fois évaluées, il ne s'agit 
plda que de les combiner avec les forces données immédiate- 
ment par la question, et d'exprimer les conditions de Téquili- 
bie de chaque corps comme s'il était parfaitement libre dans 
Vtt^f$fce. 

. Qéoique nous ne puissions, sans passeï^ les bornes de cet 
Ouvrage^ traiter ici ce sujet avec toute la généralité dont il est 
siuoeptible, pous donnerons néanmoins les conditions de 
Téquilibre de quelques systèmes variables qu'on emploie sou- 
vent dans les arts, et que l'on a coutume de considérer dans 
les éléments de Statique, parce que les réactions des diffé- 
rents corps les uns sur les autres y sont très-faciles à évaluer, 
et ne supposent guère que la composition des forces et les deux 
axiomes précédents. 

Des Cordes. 

iiO. Considérons premièrement un polygone funiculaire, 
c'est-à-dire un assemblage de points liés entre eux par des cor- 
dons parfaitement flexibles et inextensibles. 

On sait d* abord que si trois forces P, Q, R (fig. y 4) dirigées 
suivant les axes de trois cordons AP, AQ, AR, sont en équi- 
libre autour d'un même point A , chacune de ces forces 
doit être égale et directement opposée à la résultante des deux 
autres. 
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Il fautdonC) t^ que les axes des trois cordons soient dans un 
même plan^ 2° que les rapports des forces soient tels, que 
chacune d'elles puisse être représentée par le sinus de Tangle 
formé par les directions des deux autres. Ainsi, Ton a pour 
Féquilibre cette suite de rapports : 

P:Q:R :: sinQARrsinPAR : sîn'PAQ. 

21 1 . Si l'on suppose que les extrémités des cordons AQ, AR 
soient fixes, les valeurs de Q et R, données par les rapports 
ci -dessus, exprimeront les efforts que supportent ces points 
fixes en vertu de la force P, ou les tensions des deux cordons 
AQ, AR. 

On voit que ces tensions seront d'autant plus grandes, que 
l'angle QAR sera plus obtus, et qu'elles deviendront infinies 
si cet angle devient égal à deux angles droits. 

Une corde tendue en ligne droite à deux points fixes sera 
donc nécessairement rompue par la plus petite force qui Im 
serait appliquée transversalement, si cette corde, n'étant pas 
susceptible de s'étendre, n'a pas d'ailleurs une résistance lon- 
gitudinale infinie. 

212. Les conditions précédentes pour l'équilibre des trois 
forces P, Q, R supposent que le point A soit invariablement 
attaché à chacun des cordons, ou que le nœud qui les rassem* 
ble soit fixe : mais si le point A pouvait couler le long du cor-: 
don RAQ (fig. 76 ), comme ferait un anneau infiniment petit, 
enfilé par ce cordon, alors il ne sufiirait plus que les forces 
P, Q, R eussent les relations données ci-dessus, il faudrait 
encore que la direction de la force P divisât en deux égale- 
ment l'angle formé par les dçux parties de la corde QAR. 

En effet, si l'on suppose que l'équilibre ait lieu, et qu'on fixe 
invariablement deux points F et F' pris où Von voudra sur 
ces cordons, il est clair que le point A est dans le même ca$ 
que s'jl avait la liberté de se mouvoir dans une ellipse dont 
F et F' sont les deux foyers, et AF, AF' les rayons vecteurs. 
Or, pour qu'il soit en équilibre sur celle courbe eu vertu delà 
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force P, îl faut que cette force soît perpendiculaire k la tan- 
geole à Téllipse en ce point (i90), et, par conséquent, divise 
en deux parties égales Tangle FAF', formé par les rayons 
vecteurs. 
Ainsi, dans le cas d^un nœud coulant, les deux parties de 

Ja corde le long de laquelle le nœud peut glisser doivent être 

paiement tendues. 

213, On voit en même temps que, si Ton suppose le point 
on Panneau A fixe, les deux forces Q et R, appliquées au cor- 
don QAR qui passe dans cet anneau, doivent être égales entre 
elles pour l'équilibre, et que la pression exercée par les deux 
forces sur le point fixe A est dirigée suivant la ligne qui divise 
en deux parties égales Tangle formé par les deux parties du 
cordon. 

Quant au rapport de cette pression P à la tension Q du cor- 
don, on aura, en nommant a la moitié de l'angle QAR, 
P:Q :: sin na : sina^ ou bien, P : Q :: 2 cosa : i. 

D'où l'on voit que la pression exercée sur le point A est 
^le à la itension de la corde multipliée par le double cosinus 
delà moitié de l'angle QAR. 

214. Actuellement, soient plusieurs points A, B, C, D 
[fig. 76), liés entre eux par des cordons AB, BC, CD, et tirés 
par des forces N, P, Q, R, S, T, suivant d'autres cordons, mais 
de manière que chacun des points ou nœuds A, B, C, D n'en 
assemble pas plus de trois en même temps. 

Si tout le système est en équilibre, chaque point doit être en 
équilibre de lui-même, en vertu des forces qui lui sont applir* 
quées et des tensions des cordons adjacents. Le point A, par 
exemple, n'étant lié immédiatement qu'au seul point B, doit 
être en équilibre en vertu des deux forces N et P, et la tension 
du cordon AB5 car les autres points C et D ne peuvent réagit 
sur lui que par le cordon AB. 

Il faut donc que les trois cordons AN, AP, AB soient dans 
un même plan ; et si l'on nomme X la tension du cordon AB, 
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il faut qu'on ait les rapports suivants : 

N:P ::sinPAB :sinNAB, 
P:X::sinNAB:sinNAP. 

De même, le point B doit être en équilibre en vertu de la 
force Q et des tensions suivantes BA et BC, Or la tension du 
cordon AB est la même que tout à l'heure 5 car l'action du 
point A sur le point B est parfaitement égale et contraire à ^ 
Taction du point B sur le point A. Nous avons nommé X cette 
tension^ nommons Y celle du cordon BC 5 on aura 

X : Q :: sin QBC : sin ABC, 
Q:Y:: sin ABC :sinQBA. 

L'équilibre du point C donnera de même 

Y : R : : sin RCD : siti BCD, 
R : Z :: sin BCD : sin BCR. 

On aura de même pour le point D deux proportions, etc., 
et ainsi de suite, s'il y avait un plus grand nombre de 
points. 

En multipliant par ordre un nombre convenable de ces 
proportions, on trouvera le rapport de Tune quelconque des 
forces à telle autre force ou tension que l'on voudra. Si l'on 
multiplie les trois premières, par exemple, on aura le rapport 
de N à Q. Si l'on multiplie les quatre premières, on aura celui 
de N à la tension Y 5 etc. 

215. Si les directions prolongées des forces P, Q, R, S di- 
visent en deux parties égales les angles respectifs, NAB, ABC, 
BCD, CDT, du polygone funiculaire, les cordons AN, AB, 
BC, CD, DT seront tous également tendus^ car on aura, par 
les rapports précédents, 

N = X, X = Y, Y = Z, Z = T. 



DE STATIQUE. I9I 

Déplus, en ttommant 2a, 2(3, 2y, 2^ les angles du polygone, 
on aura, par les mêmes proportions, 

P : Q : R : S :: cos a : cos (3 : cos 7 : cos d-, 

c'est-à-dire que les forces appliquées aux divers angles du poly- 
gone seront proportionnelles aux cosinus des moitiés de ces 
angles. 

Donc, si, au lieu des forces P, Q, R, S, on substitue des 
points fixes A, B, C, D par-dessus lesquels passe la corde 
NABCDT, d'abord les deux forces N et T qui tirent les extré- 
mités de cette corde seront égales entre elles, et la corde sera 
partout également tendue ; et en second lieu, la corde pressera 
sur chaque point en raison du cosinus de la moitié de l'angle 
formé en ce point, car chacun des points fixes A, B, G, D 
tient lieu d'une force qui divise en deux également l'angle 
formé par les deux parties de la corde qui y passe (213). 

216. Supposons que les côtés contîgus AB, BC soient égaux; 
le cosinus de la moitié de l'angle compris est marqué par le 
rapport de l'un des côtés au diamètre du cercle qui passerait 
par les trois points A, B, C. Donc, si tous les côtés du poly- 
gone funiculaire sont égaux entre eux, on peut dire que les 
forces P, Q, R, S sont réciproques aux diamètres de ces dif- 
férents cercles dont chacun passe par trois angles consécutifs 
du polygone. 

Or, en considérant une courbe comme un polygone d'une 
infinité de côtés égaux, chacun des cercles dont il s'agit devient^ 
en chaque point de la courbe, ce qu'on nomme le cercle oscur- 
UUeur, c'est-à-dire le cercle qui a la même courbure en ce 
point. 

DoJdC, lorsqu'une courbe funiculaire rentrante sur elle- 
même, ou dont les deux bouts sont fixes, est tirée en tous ses 
points équidistants par une infinité de forces normales qui se 
font équilibre, la corde est partout également tendue, et cha- 
que force normale à la courbe est réciproque au rayon de la 
courbure dans le point où cette force est appliquée. 
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On a un exemple très-simple de cet équilibre dans m^e 
corde tendue par deux forces sur le contour d'une courbe fix^e 
quelconque j car chaque point de la courbe lixe tient lieu d'une 
force qui serait dirigée suivant la normale à cette courbe. Ainsi, 
dans l'équilibre de la corde, la tension est partout la même, et 
chaque point de la courbe fixe est pressé suivant la normale en 
raison inverse du rayon de courbure. 

217. Le polygone funiculaire NABCDT étant en équilibre 
en vertu des forces N, P, Q, R, S, T, concevons que sa figure 
devienne parfaitement invariable, de manière que les points 
A, 6, C, Due puissent plus changer leurs distances mutuelles: 
il est clair que l'équilibre subsistera toujours. Mais alors, les 
forces N, P, Q, R, S, T étant en équilibre sur un système in- 
variable, l'une d'elles est égale et directement opposée à la 
résultante de toutes les autres; ainsi, ces autres forces ont une 
résultante. Or, comme cette résultante est exactement la même 
que si toutes les composantes s'étaient réunies parallèlement i 
elles-mêmes en un point quelconque de sa direction, il s'ensuit 
que chaque cordon est tendu par la force qui k sollicite^ comtM 
il k serait par la résultante de toutes les autres forces qu'onfi 
transporterait parallèlement à elles-mêmes. 

218. Lorsque les cordons extrêmes AN, DT sont dans un 
même plan, les deux forces N et T ont une résultante; et, 
d'après ce qu'on vient de dire, cette force doit être égale et 
directement opposée à la résultante V des autres forces P, Q, 
R, S, comme si le polygone était invariable de figure. La ré- 
sultante des forces P, Q, R, S appliquées aux angles du poly- 
gone doit donc passer par le point O où vont concourir les deux 
cordons extrêmes; et, par conséquent, si le# deux extrémités 
N et T de ces cordons sont fixes, on aura sur-le-champ les 
deux efforts que supportent ces points fixes, ouïes tensions 
des cordons AN, DT, en décomposant, au point O, la résultante 
V en deux forces N et T dirigées suivant ces cordons. 

On trouverait de même les tensions de deux cordons quel- 
conques situés dans un même plan , en prenant la résultante 
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des forces appliquées sur les nœuds întermédiaircs, et la dé- 
composant suivant ces deux cordons au point oii ils concou^ 
rent : car si un polygone funiculaire est en équilibre, une partie 
quelconque de ce polygone est aussi en équilibre d'elle-même^ 
en vertu des forces appliquées sur cette partie, et des tensions 
des deux derniers cordons que l'on y considère. 

219. Lorsque les directions des forces P, Q, R, S sont toutes 
parallèles (/igr. 77), on a toujours pour les forces et les tensions 
les mêmes proportions que ci-dessus (214)^ mais il faut une 
condition de plus pour l'équilibre : c'est que toutes les forces 
P, Q, R, S et les côtés du polygone soient dans un même plan; 
car, autour de chaque nœud, les cordons doivent être dans un 
même plan (210). Mais si le cordon BQ est parallèle au cor- 
don AP, le plan PAB des trois premiers cordons est le même 
que le plan ABQ des trois suivants ; et ainsi de suite. 
Dans cette hypothèse de puissances parallèles, comme on a 

sinPAB = sinQBA, sin QBC = sinRCB, etc., 

on trouvera parles proportions (214) que les tensions succes- 
sives N, X, Y, Z, T sont réciproques aux sinus des inclinaisons 
des côtés sur la direction des puissances parallèles P, Q, R, S, 
et qu'ainsi chacune des tensions est représentée par la sécantes 
de son inclinaison sur une perpendiculaire à ces puissances. 

Cela pourrait se voir aussi, comme au n*'218, en compa- 
rant immédiatement les tensions de deux côtés quelconques, 
qui seront toujours ici situés dans un même plan. 

Mais, pour avoir des expressions plus simples et plus com- 
modes, regardons toutes les forces appliquées au polygone 
comme étant verticales, et supposons qu'un des côtés de ce 
polygone soit horizontal. 

Si l'on voulait comparer la tension t d'un côté quelconque 
à la tension a du côté horizontal d'où l'on part, on imagine- 
rait ces deux côtés prolongés jusqu à leur rencontre, et l'on 
supposerait en ce point une force verticale V égale à la somme 

l'i 
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des puissances appliifuées sur les nœuds intenuédi aires, cl q^^i 
ferait; équilibre aux deux tensions ad t. 

On aura donc, en nommant 9 l'inclinaison de la tcnsioi.:i / 
sur la tension horizontale a, 

/ : a : : I : cos y , 

o\it=a sec ç : d'où l'on \oit que, dam r équilibre iVun poly- 
gone funiculaire tiré par des puissances verticales^ la tension de 
chaque côté est proportionnelle à la sécante de V angle que fait et 
côté avec F horizon. 
On aurait ensuite 

/ : \ :: I : sîn(p^ 

ce qui donne la tension d'un côté quelconque exprimée par son 
inclinaison sur le côté horizontal, et par la somme des puis- 
sances parallèles qui agissent entre ces deux côtés. 

On aurait enfin (ce (jui , d'ailleurs, est une suite des deux 
proportions précédentes) 

V : a : : sin çp : cos çp , 

ou V = a tangf ^ d'où l'on tire ce théorème relatif à la ligure 
que prend le polygone en vertu des forces appliquées : la tan- 
gente de rinclinaison de chaque côté .mr F horizon est proportion- 
nelle à la somme des puissances verticales appliquées sur le con- 
tour ^ depuis le côté le plus bas jusqu'à celui que l'on considère. 

De la Chaînette. 

220. On peut considérer une corde pesante comme un fil 
chargé d'une infinité de petits poids distribués sur toute sa 
longueur, ou comme un fil sollicité en tous ses points par de 
petites forces verticales, et, par ronséquent, parallèles. On voit 
donc que si cette corde est attachée à deux points fixes S et T 
{fig, 78), elle ne p<Mit demeurer en équilibre, à moins qu'elle 
ne soit tout entière dans un plai! vertical. Elle forme alors un 
polygone funiculaire d'une intinité de côtés, ou plutôt une 
ligue courbe que Ton nomme la chaînette. 
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Pour trouver les etlbrts que la corde exerce sur les deux 
pintsSetTqui la soutiennent, on mènera à la courbe en ces 
points deux tangentes SO, TO, qui seront comme les prolon- 
gements des derniers côtés du polygone funiculaire ; appliquant 
ensuite au point O une force ^gale à la résultante de toutes les 
forces qui la sollicitent, c'est-à-dire égale au poids total de la 
corde, on décomposera cette force en deux autres dirigées suî- 
?ant les tangentes OS, OT; et qui exprimeront les charges 
napectives des deux points de suspension (218). 

On trouverait de même la tension de la corde en un point 
^elconque, en imaginant que ce point est fixe , et en cher- 
chant, comme ci-dessus, la charge qu'il éprouve par le poids 
du reste de la corde qui demeure en équilibre au-dessous. 

Au reste, si Ton nomme t la tension en un point quelconque 
M de la chainette, a celle qui a lieu au point B le plus bas, V le 
poids de Parc s compris entre ces deux points, et f l'angle formé 
me la ligne horizontale par la tangente à l'extrémité de l'arc 
#, on aura entre ces quatre quantités les mêmes équations qu'au 
n*»219. 

On voit donc, par la première équation ^ = a séc ç, que, dans 
une corde pesante en équilibre, la tension en chaque point varie 
comme la sécante de l'inclinaison de la courbe sur la ligne hori- 
zoniale. 

Par la seconde équation V = t sin ©, on voit que la tension à 
r extrémité d^un arc quelconque de la corde est égale au poids de 
cet arc divisé par le sinus de V inclinaison de la corde en ce point. 
Et l'on doit remarquer que ces équations ont lieu, quelle 
que soit l'inégalité de la corde ou chaîne pesante que Ton con- 
sidère. 

Si la chaîne est uniforme, on p(»ul rcpréscnler le poids V de 
Tare s par la longueur de cet arc lui-même, et la troisième équa ^ 
tion devient s = a tangç : équation très-simple de la chaîiiolte 
entre les coordonnées s et (p. 

Ainsi, la chaînette est une courbe telle, que la tangente de son 
inclinaison sur un axe horizontal augmente comme la longueur de 
l'arc, à partir du point le plus bas. 
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Cette courbe est Joue la même à gauelie et à droite de Taxe- 
vertical qui passe par le sommet B, et, comme la parabole, elle^ 
a deux branches égales qui s'étendent à Tinfini. 

Il est même aisé de voir que le rayon R de la courbure y es^m: 
exprimé par R=a : cos'y, et qu'ainsi il est réciproque au» 
carré du cosinus de l'inclinaison de la courbe sur son axe ho — 
rizontal. 

Car, en considérant une courbe comme un polygone d'untr 
infinité de côtés égaux c, on a, pour le rayon R du cercle dé- 
crit sur deux côtés consécutifs comme cordes, 

R=;c : 2sin s, 

en nommant ae Tangle extérieur du polygone (216). 

Or, (f étant l'inclinaison du premier côté, et, par conséquent, 
(p -I- 26 étant celle du second, on a ici par les deux équations 
s = a tang y et « -H c == a tang (ç -H se), l'équation 

c = a[tang(y-f- 2e) — tangç], 

expression qu'on peut ramener à celle-ci : 

2sinE.cose 



ces flp . cos (tp -h 2 s) 

On a donc 

cose 



R = 



COS flp . ces ( y -4- 28) ' 



d'où Ion tire, en faisant l'angle extérieur 26 égal à zéro (afin 
de passer du polygone h la courbe même), 

R = -4-. 

Ce qu'iV fallait démontrer. 

221. Ce qu'on vient de dire d'une corde pesante, ou d'uiiP 
assemblage de peiits corps pesants unis ensemble par un fil 
inextensible, pourrait s'appliquer à plusieurs globules appuyésr 
les uns contre les autres, et qui se soutiendraient mutuelle- 
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ment eu voûte. Ils doivent atTecler alors la forme d'une chaî- 
nette renversée 5 car, si tous ces globules, à cause de leur im- 
pénétrabilité mutuelle, sont eu équilibre eu vertu de leur poids 
ou des forces verticales qui les sollicitent, il est clair qu'ils 
dmeareraient encore en équilibre, si ces forces venaient à 
agir en sens contraire, pourvu qu'alors on supposât tous ces 
globules liés deux à deux par un fil inextensible; mais alors ce 
fil formerait une chaînette renversée : donc il a actuellement 
cette figure. 

Cest encore la figure que prendrait une voile verticale en- 
flée par le vent; car, considérez dans cette voile une section 
quelconque horizontale s que nous regarderons comme un po- 
lygone d'une infinité de cotés égaux : il est visible que le 
'nombre des molécules d'air qui viennent rencontrer un de ces 
côtés est proportionnel, non pas à la longueur c de ce côté, 
mais à sa projection c.cos ç sur une perpendiculaire à la di- 
tection du vent. Ainsi, la force qui vient sur chaque élément 
delà courbe s est proportionnelle au cosinus de son inclinaison 
f à la perpendiculaire dont il s'agit. Mais celte force n'agit pas 
tout entière sur la voile : car, à la rencontre du côté c, la vi- 
tesse V de chaque molécule d'air se décompose en deux : l'une 
V sin (f parallèle à c, et qui ne tend qu'à faire glisser cette molé- 
cule sur la voile sans y produire aucun elïet; l'autre îjcos y 
perpendiculaire au côté c, et qui seule agit pour tendre cette 
voile. La force normale qui presse chaque élément de la courbe 
« est donc proportionnelle à cos* (jp. 

Mais ime courbe étant tenue en équilibre par des forces 
normales appliquées en tous ses points équidistants , chacune 
d'elles (21(5) est réciproque au rayon de la courbure dans le 
point où cette force est appliquée : et vice versâ^ ce rayon est 
réciproque â la force. Or ici la force est proportionnelle â 
cos' <f : donc une section quelconque horizontale , faite dans 
une voile verticale enflée par le vent, est de telle nature, que le 
rayon osculatcur y est réciproque au carré du cosinus de l'in- 
clinaison de la courbe sur une perpendiculaire à la direction 
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(lu vent : ce qui est précisément une chaîueUe dont Taxe serait 
dans cette direction ( 220 ) . 

Des Poulies et des Moufles, 

93li. Considérons maintenant un système de poulies mobiles 
A, A', A'^ {fig- 79)' La première A, qui soutient un poids F^ 
attaché à sa chape, se trouve embrassée par une corde dont: 
l'une des extrémités F est fixe, tandis que l'autre est attachée à 
la chape de la poulie suivante A'j cette seconde poulie est de 
même embrassée par une corde dont l'une des extrémités F est 
fixe, tandis que l'autre est attachée à la chape de la troisième 
poulie A'^5 et ainsi de suite jusqu'à la dernière, dont le cordon, 
arrêté d'une part à un point fixe F'', est tiré de l'autre par une. 
puissance Q. 

Si tout le système est en équilibre, chaque poulie est en 
équilibre d'elle-même, en vertu des forces ou des tensions qui 
agissent sur elle. 

Ainsi, nommant r, r', r'^ les rayons respectifs des poulies, 
c, cfy d^ les sous-lendantes des arcs embrassés par les cordons, 
X la tension du premier cordon, Y celle du suivant; on aura, 
pour l'équilibre de la poulie A (185), 

X:P ::r:r. 

On aura de même pour l'équilibre de la poulie A', 

Y;X::r':r; 
et poiu* la troisième A'', 

Q: Y ::r'':c''; 

en multipliai! par ordre, il viendra 

Q:P ::r/r'':rc'c^ 

c'est-à-dire, la puissance est à la résistance comme le produit det^ 
rayons des poulies est au produit des sous-lendantes des arcs em-^ 
brassés par les cordons. 



DE STATigi i:. lyc) 

223. Si tous les cordons devioiiiionl parallèles (/ig. 80), les 
sous-lciidantes c, r*', c" dcvieiiiicnl égales aux diamètres 2r, 
sf', ar", et l'on a, en divisant les deux termes du dernier rap- 
port par le produit rr^r'^ 

Q : P :: i : 2.2.2; 

cett-à«-dire qu'en général, la puissance est au poids comme l'ur- 
nUé est au nombre 2 élevé à une puissance marquée par le nombre 
^ poulies. 

\ C'est le cas le plus favorable à la puissance; car le produit 
des. «011s -tend an les c. d ^ d' est h? plus grand possible, lors- 
quelles sont égales aux diamètres. 

Si, dans chaque poulie. Tare embrassé par la corde était le 
liersdela demi-circonférence, les sous-tendantes de ces arcs 
seraient égales aux rayons respectifs des poulies, et la puissance 
Siérait égale au poids. 

224. Due moufle est un système de poulies assemblées dans 
une même chaire, ou sur des axes particuliers [fig. 81 et 82), 
ou sur le même axe [fig. 83). 

Considérons deux moufles, l'une lixe et Taulre mobile, et 
supposons que toutes les poulies soient embrassées par une 
uiême corde attachée par une extrémité à la chape de l'une* 
des moufles, et tirée à Tautre extrémité par une puissance Q, 
^/ui fait équilibre à un poids P suspendu à la moufle mobile. 

Si Ton suppose, ce qui a presque toujours lieu d'une manière 
^t^nsible, que les diverses parties de la corde soient parallèles, 
U est visible qu'on aura : la puissance Q est à la résistance V, 
^emme l'unité est au nombre des cordons qui soutiennent la moufle 
^HobilCy car, toutes les poulies étant embrassées par la même 
i:îorde, et devant être en équilibre, chacune en particulier, les 
liordons sont également tendus. On peut donc considérer le 
ftoids P comme soutenu par autant de forces claies et ))aral 
lèles qu'il v a de cordons qui vont directement d'une mouile à 
Vautre; cl, par conséquent, la leusion de l'un des cordons, ou 
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la puissance Q, est au poids P comme Tunité est au nombre c:^< 
cescprdons. 

Ainsi, dans le cas de la fig. 81, la puissance est le sixièiKze 
de la résistance; et dans le cas de la fig. 8a, elle n'en est que le 
cinquième, parce qu'il y a un cordon de moins pour soutenir 
la moufle mobile. 

S35. Considérons enfin un système de tours, A, A^, A^, qui 
réagissent les uns sur les autres,^ comme on le voit dans la 
fig. 84- Soient r, r', r'' les rayons respectifs de leurs cylindres^ 
R, R', R'^*eux de leurs roues. La corde appliquée tangentiel- 
lement au premier cylindre porte un poids P, et la corde appli* 
quée à la roue, au lieu d'être tirée immédiatement par une 
puissance, est attachée au cylindre du second tour A^ La roue 
de celui-ci est de môme tirée par une corde qui passe sur le cy- 
lindre du troisième tour A'^; et ainsi de suite jusqu'au dernier, 
dont la roue est tirée par la puissance Q. 

Si le système est en équilibre, chaque tour est en équilibre 
de lui-même, en vertu des tensions des cordons qui sollicitent 
le cylindre et la roue. Ainsi, en nommant X la tension du 
cordon qui va du premier tour au second, on aura (186) 

X:P::r:R; 

en nommant If celle du cordon suivant, on aura 

YrXrir'iR', 

et de même pour le dernier tour, 

Q:Y ::/ :R^ 

et multipliant par ordre^ 

Q:P :: rr' /':RR'R^ 

c'est-à-dire, la puissance est à la résislance comme te produit i^^ 
rayons des cylindres est au produit des rayons des roues. 
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Des Roues dentées. 

S26, Si Ton rapproche tous ces tours, de manière que la 
mue du premier devienne tangente au cylindre du second, et 
que la roue de celui-ci soit tangente au cylindre du troisième, 
et ainsi de suite; et si Ton suppose que chaque roue s'engage 
aa cylindre contigu , de telle sorte qu'elle ne puisse tourner 
uns £Eiire tourner ce cylindre, et réciproquement, on pourra 
Hij^rimer les cordes qui lient tous ces tours, et Ton aura tou- 
jours le même rapport que ci-dessus entre la puissance et la 
réustaoce. 

Pour engager solidement chaque roue avec le cylindre du 
tour suivant (fig. 85), on pratique à leurs circonférences des 
imis paiement espacées, qui engrènent les unes dans les autres, 
de manière que chaque roue, qu'on nomme alors roue dentée, 
ïïepeut tourner sur son axe, sans que le cylindre, qu'on nomme 
ùon pignon, tourne en même temps sur le sien. 

On a donc , pour l'équilibre de deux forces qui réagissent 
IWe sur l'autre au moyen des roues dentées : la puissance est 
4 la résistance comme le produit des rayons des pignons est au pro- 
duit des rayons de roues. 

Du Cric, 

227. On considère, dans le cric simple, un pignon que l'on 

fait tourner sur son axe au moyen d'une manivelle (fig, 86) : 

ce pignon engrène avec une barre inflexible dentée, de manière 

9u'en tournant sur son axe, il oblige la barre à se mouvoir dans 

*^ sens d^ sa longueur. En supposant donc une résistance qui 

* appose directement au mouvement de cette barre, résistance 

^^e l'on peut considérer comme une force perpendiculaire à 

extrémité du rayon du pignon , il est visible que l'on aura : la 

^'^issance appliquée à la manivelle est à la résistance, dans le sens 

^^ la barre, comme le rayon du pignon est au rayon de la mani- 

^'^Ite. 

D'où l'on voit que reffort exercé par le cric sera d'autan ( 
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plus considérable, que le rayon du pignon sera plus jïelit Y>ar 
rapport à celui de la manivelle. 

Lorsqu'on veut augoicnler encore la force du cric, sans aug- 
menter le bras du levier de la manivelle et sans diminuer ie 
rayon du pignon , au lieu de faire agir immédiatement ce pi- 
gnon sur la barre dentée, on le fait agir sur. une roue dentée 
inlcrraédiaire, et c'est le pignon de cette roue qui engrène avec 
la barre. Alors on a pour Téquilibre : la puissance appliquée à < 
la manivelle est à la résistance, dans le sens de la barre, comme le ' 
produit des rayons des deux pignons est au produit du rayon de la 
roue par le rayon de la manivelle. 

De la Vis sans fin. 

228. On peut encore considérer une vis mobile autour de 
son axe, et dont le filet mène les dents successives d^^une roue à 
laquelle îl se présente toujours d'une manière uniforme; et c'est 
ce qui compose la vis sans fin. 

Par l'équilibre de la vis, on voit [fig, 87) que la puissance Q, 
appliquée à la manivelle dont le rayon est R , est à reiforl /J 
avec lequel le filet presse la dent de la roue, comme le pas h de 
la vis est à la circonférence 2cyR, que tend à décrire la puis- 
sance; et l'on a 

Q:f::h:iz3R. 

Actuellement, si cette roue dentée, d'un rayon A., fait tour- 
ner un cylindre de même axe, et monter un poids P, suspendu 
au bout d'une corde qui s'enroule sur ce cylindre, on aura par 
l'équilibre du treuil, en nommant a le rayon du cylindre, 

/;P :; «: A, 

et multipliant par ordre, 

Q:P :: a/i:2nyR.A; 

r csl«a-dire, la puissance est au poids œmme le produit dupas d^ 



DE STATIQUE. ao3 

km par U rayoti du treuil est au produit de la roue dentée par 
knrwnférence que tend à décrire la puissance. 

ïïune machine nouvelle qu'on a nommée le Genou. 

229. Cette machine est composée de deux barres ou verges 
lades AO, BO (fig. 88 et 89), jointes en O par une charnière 
r laquelle elles peuvent tourner comme les deux branches 
îlrùk compas. L'extrémité A de la première est liée par une 
[atre charnière à une barre inébranlable AC, de sorte que cette 
Ikaiiehe AO est comme un levier dont l'appui fixe est au iH)inl 
A; mais l'extrémité B de la seconde branche ne fait que poser 
r la barre inébranlable, ou plutôt elle est contenue dans la 
[ninure fixe AC, le long de laquelle elle peut glisser librement. 
Par la nature même de cet assemblage, il est évident que, si 
M puissance agit pour faire tourner la branche OA autour du 
l|»ït A, et rapprocher ainsi le point O de Taxe fixe AC, l'an- 
1^0 du genou tend à s'ouvrir, et le point B tend à s'éloigner 
|4A en glissant dans la rainure AC. Donc, si Ton applique en 
f lune force convenable en sens contraire, elle fera équilibre à 
I hpoissance ; et c'est dans le rapport de ces deux forces que coii- 
j «8te la loi de cette machine, qui dépend, comme on voit, de la 
Aéorie du levier et du plan incliné. 

Au lieu d'appliquer immédiatement la puissance P à la bran- 
che OA, on l'applique ordinairement à une barre mn solide- 
nient liée avec elle; et c'est à Taide de cette barre mn qu'on 
agit sur le genou, pour exercer en B, le long de la rainure, 
Teffort Q ou la pression qu'on veut produire. 

Supposons donc que la puissance P agisse au point n, per- 
pendiculairement à la distance An, ce qui est la position la 
plus favorable à l'action de cette puissance, et réduisons toute 
la figure aux lignes droites OA, OB, AC, An, qui sont toutes 
dans ua même plan avec les directions des forces appliquées. 

Si Ton considère d'abord cette puissance P qui tend à faire 
tourner le levier AO autour du point A, et qu'on cherche avec 
quelle force X elle pousse le peini O, et, par conséquent, le 
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point 6, dans le sens OB, on verra, par la loi da levier, que c ^, 
deux forces P et X sont entre elles comme leurs bras de levi^f 
A^ et Aw5 de sorte qu'on aura P : X :: A^ : An; ou si Von 
fait, pour abréger, le bras An=3r, le côté AO = o, et, par 
conséquent, Ah=za sinO, en désignant par O l'angle du ge- 
nou , on aura plus simplement 

P : X:: asinO : r. 

Actuellement, celte force X, qui pousse B vers le plan incliné \ 
AC, est à la force Q , qui retient ce point le long du même plan, 
comme le rayon est au cosinus de l'inclinaison OBA^ de sorle 
qu'en nommant B cet angle, on a 

X: Q :: i :cosB; 

cl , multipliant par ordre, il vient 

P: Q :: asinO : rcosB, 

proportion qui contient la loi cherchée de l'équilibre du ge^ 
nou. 

230. On pourrait encore présenter la démonstration précé- 
dente d'une manière aussi simple et plus conforme a la mé- 
thode générale indiquée à la (in du n^ 209-, car, le système 
étant supposé en équilibre, chaque partie doit être en équilibre 
d'elle-même, en vertu des forces appliquées et de la réaction 
qu'elle éprouve de la part des autres parties. Ainsi, le leviçrOA 
doit être en équilibre en vertu de la puissance P et de TactioB 
X du point B sur le point O de ce levier, action qui ne peut avoir 
lieu que dans le sens BO, et Ton a 

P : X :: asinO : r. 

Maintenant le point B doit être en équilibre de lui-même, en 
vertu de la force Q qui le tire le long du plan BA , et de la réat- 
lion du point O qui le j>c)usse suivant OB contre ce même plan ; 
(3t comme celte réaction est encore égale à X, on a, par la thco- 
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rie (lu plan incliné, 

X : Q :: I : cosB, 

F ce qui redonne, eu multipliant par' ordre, la même proportion 
lroa?ée cî-dessus; d'où Ton tire 






^ P r ces B 

^ ^1 sin O 

pour Texpression de T effort Q exercé par la puissance. 
Remarqua, 



231. A mesure que l'angle B diminue, l'angle O du genou 
augmente \ le facteur cos B croît donc sans cesse vers Tunité, et 
le facteur sîn O diminue vers zéro, de manière qu'ils peuvent 
approcher de ces limites d'aussi près que l'on voudra. Or, la 
résistance Q étant proportionnelle à cos B et réciproque à sin O, 
on voit, par cette double raison, que la force Q augmente à 
mesure que les deux côtés du genou s'approchent d'être en ligne 
droite, et qu'à cette limite elle serait infinie : ce qui veut dire 
({u'elle augmente sans bornes, et qu'ainsi la pression exercée 
par le genou, dans le sens de la rainure, peut devenir plus grande 
(|ue toute pression donnée. 

On voit encore que la puissance a d'autant plus d'avan- 
tage, que le côté AO = a est plus court, et que le bras du le- 
vier An = r est plus considérable. Par cette dernière raison, 
il y aura de l'avantage, pour une même longueur de la barre 
*Wi, à implanter cette barre sur le côté le plus près qu'on pourra 
<Je l'angle du genou. 

Si la puissance P, au lieu d'agir perpendiculairement sur la 
ligue An, agissait sous un autre angle quelconque dans le même 
plan, il faudrait prendre, pour le bras de levier r, la distance 
de cette force au point fixe. 

S*îl y avait plusieurs forces pour faire tourner le levier AO, 
il faudrait mettre dans l'équation précédente, au lieu du mo- 
ment Pr, la somme des moments de toutes ces forces. 
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Du Genou isocèle, 

232. Supposons que le triangle AOB soit isocèle, et qu ainsi 
les angles A et B soient égaux : l'angle O devient le supplé- 
ment de 2 B, et l'on a sin 0=2 sîn B cos B. La proportion 
donnée plus haut pour l'équilibre devient donc 

P : Q :: 2 a sin B:r, jl^ 

ou bien, si Ton aime mieux introduire dans la proportion 
r angle O des deux côtés du genou, comme l'angle B est com- 
plément de —5 on aura sin B = cos —9 ou simplement, 

sinB = coscp, en faisant, pour simplifier, — - = ç, et la pro^ | 
portion sera \ 

P : Q :: 2a cos o : r, 

ce qui donne une expression très-simple de la loi de l'équi- 
libre, j 

Mais on peut encore, au lieu des sinus ou cosinus, n'em- 
ployer que des lignes tirées de la construction de la machine; 
car il est évident que le terme 2 a sin B, ou na cos ç, vaut ' 
deux fois la flèche 01 = /" d'un arc de cercle qui serait con- 
duit par AOB. Donc, si l'on voulait nommer simplement cette J 
ligne 01 la flèche du genou, la loi de l'équilibre pourrai t s'énon- j 
cer de la manière suivante : I 

Dans U équilibre du genou dont les côtés sont égaux, la pui^" 
sance qui tend à faire tourner le premier côté autour de son eoc^ 
trémité fixe est à la résistance que r extrémité mobile du second câ^^ 
éprouve dans le sens de la rainure , comme le double de la flècH^ 
du genou est au bras du levier par lequel agit la puissance. 

233. J'ai fait abstraction du poids des parties de la machina- 
mais il est bien aisé d'y avoir égard. Et d'abord, la barre A^ 
étant supposée fixe, son poids G ne change en rien la propor^ 
tion trouvée pour l'équilibre; il ne fait ([u' ajouter à la pres^ 
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sioii (le cette barre sur ses appuis. Mais le poids de la prciiiièiv 

branche AO, que je représenle par a/>, favorise Taction de la 

puissance; et si l'on suppose, par exemple, que Taxe AC soit 

vertical, et la branche Au d'une grosseur uniforme, de ma- 

niire que son centre de gravité tombe au milieu de AO, il est 

éfidentqne le poids 2p ajoute au moment Pr de la puissance 

le moment p/*. Enfin le poids ^p de la seconde branche BO, que 

Âje suppose égal et appliqué de même au milieu de BO, peut se 

* décomposer en deux forces égales, Tune p appliquée en O, 

Tantre p appliquée en B en sens opposé de Q. Or la première 

force jï, à la distance /"du point fixe, ajoute encore au moment 

de la puissance le moment pf, et la seconde, appliquée en B, 

diminue la force Q de J9. 

Ainsi, Téquation de l'équilibre, qui était 

P.r = Q.aA 
devient, quand on a égard au poids de la machine, 

ce qui donne 

P.r=(Q-ap)2/-; 

d'oà l'on voit que le poids de la machine, dans la situation 
que je lui ai donnée, augmente l'effort Q d'une quantité 2/> 
^le à la moitié du poids des deux branches mobiles du 

Des pressions exercées sur les appuis. 

234. Quant aux pressions que souiïVc l'axe fixe AC, tant en 
'^^rtu des forces appliquées que du poids de la machine, voici 
^^inment on peut les calculer. 

Premièrement, cet axe est pressé au point B par une force 
I^^rpendiculaire V, résultante de X et de Q — />, et dont la va- 
^Xirest exprimée par (Q — p) cot(jp. 

Eh second lieu, le point fixe A est pressé par le poids G de 
*^ barre AC et par la résultante de toutes les forces qui agis- 
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sent sur la branche AO, et qu'on transporterait parallèlemeK^^ 
à elles-mêmes au point O. Or, qu'on décompose d^abord cksi- 
cune de ces pressions en deux autres, Tune dirigée dans Vsi^xe 
AC, Vautre perpendiculaire au même axe, on aura, pour les 
deux composantes de P, P cos o) et P sin co, co étant VinclinaiV 
son de P sur AC -, pour les deux composantes de X, on aura 
(Q — p) <ît V ; enfin, pour les deux poids 2p et p transportés 
en A, on aura la force 3p dirigée suivant l'axe AC. Donc, en^ 
réduisant, le point A souffrira, dans le sens de Taxe AC, une 
pression « égale àG-f-Pcosw — Q-|-4p;et dans une di- 
rection perpendiculaire, une pression |3 égale à 

P sîn « -i- (Q — p) cot ç. 

De sorte que la pression totale du point fixe sera exprimée en 
grandeur par \/«* -f- j3* et sera inclinée sur Taxe AC d'un angle 

dont la tangente sera -• 

o 

Ainsi, Ton saura avec quelle force l'axe du genou doit être 
retenu en A et en B, pour n'être pas entraîné par l'action coniT 
binée des forces appliquées et du poids de la machine. 

235. J'ai cru devoir expliquer cette machine nouvelle avec 
assez de détail, parce qu'elle m'a paru ingénieuse, et qu'elle 
n'est encore démontrée nulle part. Elle est à peu près du même 
genre que la vis, mais d'une construction beaucoup pins 
simple : on peut s'en servir de la même manière, pour exercer, 
k l'aide d'une puissance médiocre, des pressions tiès-considé- 
rables, ou pour former sur certains corps de fortes et vives 
empreintes. ' 

Sur un ancien paradoxe de statique relatif à la théorie 
des moments, 

236. La loi du levier, comme on l'a vu plus haut, etcomni^ 
on le sait depuis longtemps, est que les deux forces appliqué^^ 
soient réciproques à leurs distances au point d'appui, c?*^ 
qu'ainsi les moments de ces forces soient égaux entre eux poi^ ^' 
l'équilibre. 
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Or il y a une machine singulière, dont Tidée est due à Ro- 
bervd, et qui présente une espèce de levier où deux poids 
éfva se font toujours équilibre, quoiqu'on les suspende à des 
bni de levier quelconques inégaux; et de*là résulte, dans la 
théorie des moments, une espèce de paradoxe, qu'on a tâché de 
résoudre par une certaine décomposition de forces, mais dont 
il me semble qu'on n*a point encore donné la véritable expli-^ 
^eation. (Vojfez l'article de d'Alembert, au mot Levier, dans 
tEnegciapédie.) 

Cependant on pouvait reconnaître d'abord que ce cas d'équî- 
Bbre n'a rien de contraire à la loi générale du levier; car la 
machine de Roberval n'est point un véritable levier, c'est-à»* 
dire un corps ou une verge roide mobile autour d'un seul point 
fixe : c'est un assemblage ou système de figure variable^ dans 
lequel il y a deux points fikes, et où il n'est pas du tout surpre- 
nant que la condition de l'équilibre soit tout autre que dans le 
kfier simple. Ainsi, par cette seule distinction que nous avons 
AaUie entre une machine simple et une machine composée, le 
{Muradoxe s'évanouit . Mais on n* avait point encore une définition 
bien précise des machines, ni surtout une idée nette des mo- 
mtnls, efforts d'un certain genre que les coupks seuls ont mis en 
éfidence, et pour ainsi dire rendus sensibles dans toute la mé* 
eanique. Et, en effet, par cette théorie des couples, la machine 
de Roberval n'offre pas même de difficulté : car, a l'aide des 
deux points fixes qui existent dans le système, il peut très-bien 
arriver que chacun des couples qui viennent des deux forces 
>P[diqnées se trouve séparément détruit par la résistance de 
ces points, et que, dans une pareille machine^ le rapport des 
'Moments soit tout à fait arbitraire. C'est, en efi'et, ce qui a 
''^U, comme on va le voir tout à l'heure : et ce cas singulier 
^ équilibre, loin d'offrir un paradoxe, n'est qu'une nouvelle 
^i^firmation de nos principes ; et je ne m'y arrête un instant 
^e pour en donner, par les couples, la démonstration la plus 
*^'^ire, et peut-être la seule exacte qu'on en ait encore prér 
*^titée jusqu'ici. 
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De la Balance de RoberveU. 

237. Imaginez quatre règles deux à deux^ égales et parai — 
lëles, et formant un parallélogramme ABab {fig. 90 et 9 1 ) , dor» l 
les côtés soient mobiles autour des angles A, B, a, 6, comm.<? 
sur des charnières. Supposez que les milieux F études deux 
eôtés AB^abj soient fixes, et, pour plus de clarté, que ces deux 
points tombent dans la même verticale F/*; vous aiurez une 
machine formée par la réunion de deux balances égales et pa- 
rallèles, qui se répondent dans un même plan vertical, et doBt 
tous les mouvements autour de leurs appuis se suivent sans se 
iTuire ^n aucune manière : car si P une d'elles, AB par exemple, 
tourne autour de son appui fixe F, l'autre ab tourne en même 
temps sur le sien, dans le même sens et d'une même quantité 
angulaire \ et le parallélogramme ABab prend toutes les figures 
qu'il peut affecter, en changeant ses angles^ sans changer la 
longueur de ses côtés. 

Si donc, à Tun de ces leviers, tel que AB, et en des points 
quelconques de ce levier, ou même de son prolongement, 
étaient appliquées deux forces qui se fissent équilibre^ il fau- 
drait nécessairement que ces deux forces fussent réciproquesà 
leurs distances au point d'appui F, comme si le levier AB était 
seul et parfaitement libre 5 car ce levier est libre en effet, puis- 
que r autre ab ne fait que suivre, et, pour ainsi dire, répeter 
ses mouvements, sans y porter la moindre altération. Ainsi^ 
les moments devraient être égaux de part et d'autre autour 
du point fixe F, et il n'f aurait là rien qui ne fût entièremeo t 
d'accord avec la théorie. 

Mais si) au lieu d'appliquer les forces ou les deux poids f 
et Q à l'un de ces leviers, on les applique, le premier P a un^ 
barre Kl invariablement fixée à angle droit sur le côté B b qn-î 
unit les deux balances, le second Q à une barre GH, fixée d^ 
même sur le côté A a, on trouve que ces deux poids, pourvoi 
qu'ils soient égaux, se font toujours équilibre, quelles qu^ 
soient les longueurs des bras IR et GH, où il sont suspendus? 
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et c'est ce qu'il faut montrer ici comme une couséquence toute 
naturelle de notre théorie des moments. 

Pour cela, qu'on transporte la force P parallèlement à elle- 
même de I en K dans la droite B6, et l'on a un couple (P, — P) 
dont le bras de levier est IK. Mais ce couple est détruit par les 
deux points fixes; car il peut d'abord être changé en un autre 
équivalent d'un bras égal à la distanct^ mn des deux balances 
AB et ab; ensuite, comme le bras Kl est invariablement atta- 
ché au côté 6 6, par Thypothèse même, ce couple transformé 
(F, — P') peut être tourné dans son plan, et appliqué exacte- 
moitsur le côté Bfe. Dans cette position, l'une des forces F se 
dirige vers le point F qui est fixe, l'autre — P se dirige vei*^ 
l'autre point fixe /*, et le couple est détruit, quel que soit son 
moment V xmn ou PxIK. Ainsi il ne reste, de ce côté de 
la machine, que la force P transportée au point K. 

Pareillement, la force Q peut être transportée parallèlement 
àdle-même de G en H, et le couple (Q, — Q) qu'elle pron 
dm't, pouvant être changé en un autre (Q', — Q') appliqué 
sarle côté A a, se trouve détruit, comme le précédent, par la 
résistance des deux points fixes. 

Il ne reste donc que les deux forces P et Q, mais appliquées 
maintenant aux points K et H, ou, si Ton veut, en B et A, et 
qui, par l'équilibre de la balance AB, doivent être parfaite- 
ment égales entre elles. Ainsi, dans la balance deRoberval, la 
condition unique pour l'équilibre est 1 égalité des deux poids^ 
quelles que soient leurs distances aux points d'appui. 

Cette machine est en quelque sorte, pour les simples forces, 
^ que le levier ordinaire est pour les couples ou moments. 
Oans l'équilibre du levier, les deux forces peuvent être dans- 
^H rapport quelconque ^ il suffit que les moments soient égaux : 
^ais, dans la balance de Roberval, il faut que les forces soient 
égales, et c'est le rapport des moments qui est arbitraire. 

238. Au reste, ceci n est qu'un cas particulier d'une propo- 
rtion plus générale ^ car, au lieu de deux balances AB et a6, on 
pourrait considérer deux leviers égaux et parallèles, dont les 

i4. 
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appuis F et fnc soient plus au milieu de leurs longueurs, 
mais divisent ces lignes dans un même rapport quelconque. 
De plus, on pourrait supposer que les forces P et Q, qui agis- 
sent sur les barres IK, (jH, ne soient point parallèles, mais 
dirigées comme on voudra dans le même plan. On démontre- 
rait exactement de la même manière que, les deux forces P et Q 
étant transportées parallèlement à elles-mêmes aux deux bouts 
B et A de Tun des deux leviers A6 de la machine, les deux 
couples qui naissent de cette translation sont séparément dé- 
truits par les points fixes; que, par conséquent, la condition 
unique pour l'équilibre est que les deux forces appliquées 
soient entre elles dans un rapport constant, qui ne dépend 
point de leurs distances au point F, mais uniquement des dis- 
tances de ce point aux deux parallèles à ces forces, menées 
par les deux bouts du levier. Ainsi, quand deux forces sont 
une fois en équilibre sur cette machine, on peut les trans- 
porter où Ton veut parallèlement à elles-mêmes, sans que 
l'équilibre soit troublé. Elles réagissent toujours l'une sur 
l'autre de la même manière. La seule chose qui change est la 
grandeur des couples détruits, et, par conséquent, la pression 
que souffrent en sens contraires les deux points fixes dans la 
direction des deux leviers. 

Par exemple, dans le cas de P et Q parallèles, le point F, 
outre la pression verticale P-i-Q qu'il supporte, comme 
dans le levier ordinaire, éprouve encore, dans le sens du le- 

Tif i^i A \ ^ PXKI QXGH 
vier, une pression r — (J , égaie a : et 

l'autre point fixe /"éprouve Une pression égale et parallèle, et 
de senscontraire : de sorte qu'il y a, sur l'axe F/" qui joindrait 
les points fixes, un couple dont le moment est 

PxKI-QxGH, 

c'est-à-dire égal à la différence des moments des forces appli- 
quées, et qui tend à renverser la machine. 

239. 11 faut remarquer que, dans la démonstration préeé • 
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dente, il n'est pas nécessaire de supposer les barres Kl et G 
implantées à angle droit , et sur le milieu des côtés B6, Âa; 
elles peuvent y être fixées où Ton voudra et sous des angles 
quelconques; il suffit que la liaison avec ces côtés soit inva- 
riable. 

240. On pourrait encore, au lieu de deux leviers AB et ab, 
ioiaginer deux tours égaux et parallèles, dont je suppose les 
ieax axes projetés en F et f. Si les rayons correspondants des 
deux roues et des deux cylindres sont unis de même par des 
côtés parallèles 6 b, A a^ mobiles sur des charnières B, 6, A, a, 
on aura encore une machine du même genre que la balance de 
Roberval, et où deux poids P et Q, étant une fois en équilibre, 
y resteront toujours, à quelque distance qu'on les suspende 
«Br les bras Kl et GH. 

241. Si Ton imagine enfin que les axes fixes de ces tours 
ment les deux axes de deux vis égales, qu une puissance P 
toide à faire avancer dans leurs écrous, on verra de même que 
Feffbrtde cette puissance pour faire avancer la vis ne change 
point, quelle que soit la longueur du bras Kl par lequel elle 
agit, et qu'il est toujours le même que si la force agissait sim- 
plement au point B, dans une direction parallèle. 

242. Nous pourrions étudier encore d'autres machines; 
mais, comme elles n'offriraient rien de nouveau qui méritât 
de trouver place dans les Eléments, nous n'étendrons pas plus 
loin ces applications. Notre objet principal, dans ces deux 
derniers chapitres, était de fixer par quelques exemples très- 
simples les principes que nous avions établis et développés 
dans les deux chapitres précédents. Nous avons cru devoir 
indiquer en même temps la marche que Ton peut suivre pour 
trouver les conditions de l'équilibre dans quelque machine que 
ce soit, et c'est ce qui n'offrira aucune difficulté, d'après ce 
qu'on a dit aux n°* 209 et suivants, surtout lorsque l'on rip 
iconsidérera que deux forces appliquées à la machine^ 

FIN. 
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Des Couples, 

Dans ma Statique, j'ai nommé couple l'ensemble de deux forces parfai- 
taent égales, parallèles et de sens opposés. On sait que ces deux forces 
n'ott pas de résultante, c'est-à-dire ne peuvent être tenues en équilibre 
par aucune simple force dirigée comme on voudra dans l'espace. A la vé- 
rité, le calcul qui donne, pour cette résultante, une force nulle appliquée 
à une distance inQnie des composantes, ne nous apprend plus rien alors, 
puisqu'il donne la môme expression pour deux autres forces quelconques 
^aleô , parallèles et de sens opposés , dont l'effet pourtant n*est pas le 
même que celui des deux premières ; mais il est évident , à priori , que de 
telles forces ne peuvent avoir de résultante unique : car, si l'on pouvait 
assigner la position de cette résultante à l'égard do Tune des forces du 
couple, on lui en trouverait sur-le-champ une autre parfaitement symé- 
trique et de sens contraire à l'égard de la seconde; et elle aurait à la fors 
deux positions différentes, ce qui est absurde. 

L'effort d'un couple ne peut être contre-balancé que par calui d'un autre 
ooupie, J'ai fait voir que cet effort a pour mesure le produit de l'une des 
forces par la distance qui les sépare; de sorte qu'en nommant ce produit 
le moment du couple, deux couples contraires se font équilibre quand leurs 
moments sont égaux. 

Composition des couples, analogue à la composition des forces. 

J'ai d'ailleurs établi sur les couples tous les théorèmes qui conesfwndent 
à ta composition des forces; ot môme celte proposition (dont on fait sj^ 
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souvent usage), qu'une force peut être transportée en un point quelconque 
de sa direction , trouve ici son analogue^ qui consiste en ce qu'un coiepts- 
peut être transporté partout oà Von voudra dans son plan, ou dans touC 
autre plan parallèle, et tourné comme on voudra dans ce plan, sans que 
son effet en soit changé. 

Ainsi , des couples situés arbitrairement dans le même plan , ou dans dw 
plans parallèles, sont des couples de même direction; d'où l'on voit corn* 
bien est illusoire rexpressiott que donne le calcul pour la résultante d'un 
couple, puisque, d'après cette propriété , il n'y aurait pas de lieu de l'es- 
pace où l'on ne pût la supposer appliquée; ce qui n'a plus aucun sens. 

Mais la proposition précédente est principalement utile dans la compO' 
sition des couples, où elle permet de les rapprocher et de les disposer 
entre eux de la manière la plus favorable à la démonstration , et nous con« 
duit par une vde très-simple aux théorèmes suivants : 

1** Deux couples situés dune manière quelconque dans le mente plan, 
ou dans deux plans parallèles, se composent en un seul égal à leur somme 
ou à leur différence, selon que ces deux couples sont de même sens ou de 
sens contraires. 

%** Deux couples situés (Tune manière quelconque dans deux plans per- 
pendiculaires aux deux côtés (^ un parallélogramme, et représentés &i 
grandeur par ces côtés, se composent en un seul situe dans un plan pa^ 
pendicuiaire à la diagonale, et représentés en grandeur par cette dia- 
gonale' 

D'où l'on peut conclure que : Trois couples perpendiculaires aux trois 
arêtes contiguës âun parallélipipède quelconque, et représentés, powr 
leurs moments, par les longueurs de ces arêtes, se composent en un seul, 
perpendiculaire à la diagonale, et représenté pour son moment par la 
longueur de cette diagonale. 

Ces théorèmes, comme nous le verrons tout à l'heure, renferment la 
théorie des moments, considérée de la manière la plus générale, et la théo- 
rie des aires, qui ne sont autre chose, dans le mouvement des corps, que 
les moments des forces qui les animent; mais ils se démontrent avec au- 
tant de simplicité que le parallélogramme des forces , et font descendre 
ainsi dans les Éléments les propositions les plus élevées de la Mécanique. 

Qu'on me permette ici d'en rappeler en peu de mots l'usage dans la Sta- 
tique, et, S£ins cesser de tendre vers l'objet de ce Mémoire, d'y arriver 
dans l'ordre naturel de nos idées. 
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Usagie des Couples dans la Statique. 

Une force étant appliquée en un point d'un corps ou système quelC/Onque 
nfkiè, si l'on prend un autre point quelconque dans ce corps, ou au dehors, 
poonru qu'on l'y suppose invariablement attaché, et qu'on applique à ce 
louyean point deux forces contraires égales et parallèles à la première, il 
ert dair que l'état du corps ne sera pas changé; mais on pourra considé- 
fBT actuellement, au lieu de la simple force proposée, i® une force par- 
lidteaient ^le, parallèle et de même sens, appliquée au nouveau point; 
if mi couple formé par les deux forces parallèles restantes. Si , pour plus 
de darté, on transporte ce couple ailleurs, dans un plan quelconque paral- 
lèle' aa sien, ce qui est permis, il ne restera au point dont il s'agit qu'une 
fcm parfaitement égale et parallèle à la force primitive, et qui ne serait 
ai quelque sorte que cette même force qu'on y aurait transportée paral- 
lèlenient à elle-même. 

On peut donc dire qu'une force peut être transportée parallèlement à 
éUe-méme en un point quelconque,- pourvu que Ton considère le couple 
qm^fife engendre dans cette translation , et qui a pour mesure le produit 
ifo'lÉ force par le chemin qu'elle a parcouru. 

CSda posé > tant de forces que l'on voudra étant appliquées d'une ma- 
Juàre quelconque à un corps, si on les transporte toutes parallèlement à 
«UeBHBièmes en un même point quelconque, elles viendront s'y composer 
en une seule que je nommerai la résultante y et tous les couples qu'elles ont 
produits dans leur translation se composeront en un seul, que je nommerai 
le couple résidtant. 

Composition générale des forces. 

Ainsi , des forces dirigées (Pune manière quelconque duQs l'espace peu- 

^nt toujours se réduire à une seule, et à un couple unique, lesquels sont, 

^'f général, situés dans des plans différents. Sur quoi l'on peut observer 

Çoe la direction , la quantité et le sens de la résultante seront toujours les 

'*'^nies en quelque lieu qu'on ait pris Vorigine, c'est-à-dire le point où l'on 

^ ^^nsporté toutes les forces. En variant la position de ce point, la résul- 

^'^te ne fera que se transporter parallèlement à elle-même en divers lieux 

® t*espace; mais la plan et la valeur du couple changeront nécessairc- 

'^^nt. 
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Lois de ^équilibre. 

Mais, quelle que soit la position de l'origine, un couple ne pouvant 
jamais ôtre tenu en équilibre par aucune simple force dirigée comme on 
voudra dans l'espace , il résulte de ce que nous venons de dire qu'il ne 
pourra jamais y avoir équilibre entre les forces, à moins que la résultanle 
et le couple résultant ne soient tous les deux nuls à la fois. 

Ainsi y toutes les forces appliquées au corps, étant transportées pard- 
lèlement à elles-mêmes en un point quelconque, doivent s^y faire équHibn 
entre elles, et tous les couples qu'elles produisent en se transportant en 
ce point doivent aussi se faire équilibre entre eux» 

Telles sont les propriétés générales de l'équilibre, c'est-à-dire les condi- 
tions qui existent nécessairement dans l'équilibre de tout système libre. 
Elles fournissent les six équations connues , entre les forces déoompofléOK 
suivant trois axes quelconques dans l'espace, et entre les couples décom- 
posés suivant trois plans différents qu'on peut supposer conduits par oes 
axes. 

A quoi se réduisent les conditions' précédentes quand il y a uh poittl 
fixe dans le système. 

Ces trois dernières équations suffisent , lorsqu'il y a un point ûxe dans 
le système , en supposant qu'on ait pris ce point pour l'origine : car h 
résultante, se trouvant détruite par sa résistance , peut avoir telle valear 
qu'on voudra, et il suffit que le couple résultant soit nul. On voit bien 
nettement par là que Itf pression exercée sur le point fixe est identique- 
ment la même que si toutes les forces du système y étaient transportées 
parallèlement à leurs directions, car elles y sont actuellement transportées; 
et pour les couples qu'elles ont produits, comme ils doivent être en équi- 
libre d'eux-mêmes , c'est-à-dire quand bien même le corps ne serait pas 
soutenu, il est évident qu'ils ne peuvent nullement charger le point fixe. 

Propriété nouvelle de Péquilibre dun corps solide. 

Lorsque des forces sont en équilibre autour d'un système quelconque 
invariable de forme, on sait qu'elles peuvent toutes varier pi'oportionnel- 
lement à leurs grandeurs sans cesser de se faire équilibre. Mais on voit ici 
qu'elles peuvent encore s'approcher ou s'éloigner toutes d'un même point 
quelconque, proportionnellement à leurs distances à ce point, sans que cet 
équilibre soit troublé : car, si chaque force se meut ainsi parallèlement a 
cllo-mémo, dans le plan formé par sa direction et le point dont il s'agit; 
plie augmente ou diminue le roupie qu'elle donne à son égard , dans le 
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ffléme rapport que sa distance k ce point , et , par conséquent , tous les 
couples du système conservent leurs positions , et demeurent proportion- 
vi nels. Ainsi, la résultante et le couple résultant, étant une fois nuls, le 
MTOot toujours, et l'équilibre subsistera. 



Coiutition nécessaire pour (jii'un système quelconque de forces ait une 
résultante unique. 

Les forces appliquées au système étant ramenées, conune nous venons de 
le voir, à une seule force et à un seul couple, si la force se trouve parallèle 
au i^an du couple, on pourra amener ce couple dans un même plan avec 
elle, et les réduire tous deux à une force unique : et réciproquement, 
conme on a démontré qu'une force et un couple ne peuvent se réduire à 
ne force unique sans être dans le même plan ou dans des plans parai- 
UeB, ce qui est ici la même chose, il s'ensuit que des forces dirigées 
imne numière quelconque dans ^espace ne peuvent jamais se réduire à 
Me seule y à moins que la résultante de toutes ces forces transportées 
'paraUèlenient à elles-mêmes en un point quelconque n^ait une direction 
panMèle au plan du couple résultant, 

C7«il par là qu'on peut voir comment trois forcés dirigées dans des plans 
dyfSraits peuvent se composer en une seule, sans qu'il y ait aucune ren- 
isoBlm entre leurs directions , et comment une force peut se décomposer 
suivant trois directions qui ne rencontrent pas la sienne et qui ne se ren- 
contrent pas entre elles. 

Expression analytique des propriétés précédentes. 

Pour soumettre les propositions précédentes au calcul, concevons à l'ori- 
gine où l'on transporte toutes les forces, trois axes quelconques, que nous 
prendrons rectangulaires entre eux, pour plus de simplicité dans les expres- 
sions. 

Soient R la résultante générale; X, Y, Z ses trois. composantes suivant 
•es axes des j;, 7, z\ soient a, |3, 7 les trois angles respectifs que sa direc- 
^on forme avec eux. 

On aura, par le parallélipipèdc des forces, 

R' = X^-i-Y*-i-Z% 



X Y Z 

COSa ---. — -, cosf^ — ^1 COS7 = ^* 

Or X, Y, Z sont lospectivemcnt égales aux somme» dej? forces décom- 
posées parallèlement aux trois axes des .r, y , z. On Irouvora donc facile- 
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ment par ces équations la valeur et la direction de la résultante générale. 1 
La première condition de l'équilibre, qui veut que cette résultante soit 
nulle, donnera ce qu'on nomme les trois équations de l'équilibre de tnay 
lotion, qui reviennent à ce que la somme des forces estimées suivant trois j 
axes quelconques soit nulle d'elle-même par rapport à chacun de ces axes. "^ 

Soient G le moment du couple résultant; L, M, N les moments re^>eG- 
tifs des trois couples dans lesquels il se décompose perpendiculairement - 
aux trois axes des x, 7, z; soient >, f*, v les trois angles que forme avec -] 
ces axes la perpendiculaire au plan de ce couple, et que nous avons mm* ^ 
mée Vaxe du couple. 

On aura, par le parallélipipède des couples, 

et 

, L M N 

COSA= T^j COSfX=^î COSV=:-;. 

Or on voit (n°* 102 et 103 de la Statique) que les couples L, M, N 
sont respectivement égaux aux sommes des moments pris dans raccepUott 
ordinaire par rapport aux trois axes a:, 7, z, c'est-à-dire aux sommes des 
produits qui résultent des forces projetées sur chacun des plans ceo^ 
jdonnés, multipliées par leurs distances à l'axe qui lui est perpendiculaire: 
on trouvera donc facilement / par les équations ci-dessus> la valeur e( k 
position du couple résultant. 

La seconde condition générale de l'équilibre, qui veut que ce couple soit 
nul, donnera ce qu'on appelle les équations de l'équilibre de rotation, fâ 
consistent en ce que la somme des moments de toutes les forces, par rap- 
port aux trois axes coordonnés, soit nulle d'elle-même relativement à dia- 
cun de ces axes. 

Que ces sortes de produits, qu'on appelle moments, n'étaient au fond que 
la mesure de certaines forces cachées que les couples ont mises en évi- 
dence. 

On voit ici, par l'identité des couples avec les moments tels qu'on les 
considère ordinairement en Statique , quel rôle jouent ces sortes de pro- 
duits dans la composition générale des forces et dans les lois de leur éqoi* 
libre. A la vérité, dans Téquilibre d'un corps assujetti à tourner autour 
d'un axe fixe, les lois connues du levier nous montraient bien ces produits 
comme les efforts des puissances pour faire tourner le corps autour de 
cet axe, puisque l'on trouvait que la somme des moments des forces qui 
tendent à faire tourner dans un sens doit être égale à la somme des mo- 
ments do celles qui tendent à faire tourner dans le sons contraire. Mais, 
lorsqu'il n'y avait aucun .point d'appui, et que le système était parfaite- 
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ment libre dans l'espace , les moments ne restaient plus dans les eondi- 
^ns de l'équilibre que comme de simples expressions de calcul , et per- 
daient cette espèce de signification que leur donne la présence d'un axe 
fixe, et qui les avait fait nommer moments par les anciens géomètres. Or, 
pir la théorie des couples, ils reparaissent dans l'équilibre des corps libres, 
comme dans Téquilibre des corps gênés par des obstacles. Estimés par 
fipport à un point quelconque du corps, ils mesurent certains efforts par- 
tiniliers que Ton peut concevoir comme engendrés par les puissances qui 
m transportent parallèlement à elles-mêmes en ce point, et qui, tandis 
fie ces puissances s'y composent et s'y font équilibre à leur manière , 
doivent aussi se composer et se faire équilibre à la leur. Ce n'est pas qu'au 

p fond les valeurs des moments et des couples ne soient parfaitement les 
mêmes. L'analyse n'a pour objet que de simples rapports, et les diverses 
grandeurs, sous ses formules, ne conservent plus aucune traces des pre- 
■ières idées qu'on y avait jointes. Mais, en Géométrie comme en Algèbre, 
h plupart des idées différentes ne sont que des transformations; les plus 
ImËdneases et les plus fécondes sont pour nous celles qui font le mieux 
in^;0, et que l'esprit combine avec le plus de facilité dans le discours et 
tes le calcul : or lés couples ont éminemment cet avantage sur les mo- 
■Mli; et si l'on considère que la théorie des moments se présente d'elle* 
qlteadans la réduction générale des forces et dans les conditions de leur 
éqaÉ3>re; que, d'un autre côté, dans la Dynamique, la composition des 
moQvnnents de rotation est aussi nécessaire que celle des mouvements de 
translation pour l'analyse complète du mouvement d'un corps de grandeur 
• sensible, on verra que la composition des couples exposée ci-dessus, tant 
par la symétrie des théorèmes que par la simplicité des démonstrations, 
vient se ranger naturellement à côté de la composition des forces, et forme 

\ ainsi la seconde partie essentielle des Éléments. 

[ Équation de condition pour qiCun système de forces ait une résultante 
' unique. 

Nous avons vu tout à l'heure que si des forces quelconques sont réduc- 
[ tibles à une seule, la résultante générale sera parallèle au plan du couple 
r^ltant. Pour exprimer cette condition dans le calcul, il n'y a donc 
qa'à exprimer que l'axe du couple est perpendiculaire à la direction de la 
f^ltante, ou que le cosinus de leur inclinaison mutuelle est nul. Mais, 
d'après les dénominations précédentes, le cosinus de cet angle est 

cosa.cos> + cosp.cosf*4-cos7.cosv; 

expression qui , étant égalée à zéro, après y avoir substitué à la place des 
cosinus leurs valeurs, donne sur-le-champ l'équation 

XL + YM-l-ZN = o, 
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qui établit la relation cherchée entre les forces et leurs moments estimé 
par rapport aux trois axes. 

Équations de condition pour qu'il y ait une résultante unique qui 
• passe en un point donnée 

Mais si l'on voulait exprimer que les forces sont réductibles à une seul 
qui passe en un point donné, on transporterait Torigine en ce point, € 
Ton exprimerait que le couple résultant y est nul. Ainsi , /z, ^, c étant le 
coordonnées de la nouvelle origine, il suffirait, dans les expressions L, M 
N, de mettre jc— û, 7 — ô z — c, à la place de x, /, z; ce qui donnerai 
les nouveaux moments L', M', N', et l'on aurait les trois équations 

L' = 0, M' = o, N' = o, 

qui nous font voir que la somme des moments doit être nulle par rappor 
à trois axes qui se croisent au point donné. 

Si le point n'est pas donné, et qu*on cherche, au contraire, s'il y a dan 
l'espace quelque point où les forces peuvent donner un couple nul, on aur 
les trois mêmes équations, mais où «, ^, c seront alors les inconnues. Or 
en les éliminant, on trouvera d'abord, entre les forces proposées, réqw 
tion de condition XL -f- YM + ZN = o , sans laquelle les trois première 
ne peuvent subsister, et qui nous redonne ainsi la condition d'une réwl 
tante unique, comme cela doit être. 

U. 

Des couples ou moments rapportés à différents axes. 

Le couple résultant G, décomposé perpendiculairement à un axo qu 
forme avec le sien un angle 0, étant égal à Gcosô, si l'on nomme V, f*'. 
v', les trois angles que cet axe forme avec ceux des coordonnées, comm< 
on a, par la Géométrie, 

COS ô = COS >. CCS V + COS /x COS fi' -r cos V cos v', 

on trouvera 

G cosO = L cos^' 4- M cosf*' + N cos-/, 

formule très-simple qu'Euler a donnée dans le tome VII des Nouveaux Actes 
de Pétersbourg, mais à laquelle il n'était parvenu que par de longs cir- 
cuits d'analyse. Cette équation nous apprend que si Von connaît les sommes 
L , M , N , des moments par rapport à trois axes rectangulaires, on trou- 
vera sur-le-clutmp la somme des moments par rapport à un axe quel' 
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eonqite, en muitipUant ces trois sommes respectives par les cosinus des 
M^s que les trois aœes font avec le nouvel axe donné. 
C'est ainsi qu'en Géométrie , })Our projeter une ligne sur un axe quet- 
L conque, on peut d'abord projeter cette ligne sur trois axes rectangulaires; 
projeter ensuite ces trois projections sur l'axe donné, et ajouter ensemble 
ces projections de projections. 

Du moment maximum entre les moments rapportés aux différents 
axes qui 'passent par un même point. 

PoÎBcpie la somme des moments, par rapport à un axe qui fait, avec 
eehii du couple résultant, un angle 0, est GcosÔ, il s'ensuit : 

I* Que, de tous les axes qui passent par Poriginey Vaxe du couple ré- 
àAant est celui par rapport auquel la somme des moments est la plus 
pmde; 

■ i* Que la somme des moments est la même par rapport à tous les axes 
fà fimi un même angle avec celui du plus grand moment, ou qui forment 
mf surface conique décrite autour de lui sous cet angle; 

T Que la somme des moments est nulle par rapport à tous ceux qui 
JMofff iutgle droit y ou qui jormcnt un plan perpendiculaire à sa direc- 

ifce et la valeur du moment maximum ne sont autre chose que l'axe 
it il valeur du couple résultant, et se déterminent par les mêmes équa- 
tions. D'où Ton voit que le carré du moment maximum est égal h la 
«mme des carrés des moments par rapport à trois axes rectangidaires y 
^ que son axe est la diagonale du parallélipipède construit sur les trois 
%»M qui représenteraient sur ces axes les grandeurs respectives des trois 
ftfwients précédents. 

Ce sont les résultats que Laplace avait déjà tirés de l'Analyse; ils for- 
«tiient de beaux théorèmes do Mécanique, et ils ne sont plus ici que des 
corollaires évidents de la composition des couples. 

Mais voici de nouvelles conséquences, entièrement dues à nos principes, 
6l qui achèvent toute la théorie des moments. 

^a moment minimum entre Vinfinité des moments maxima relatifs 
à tous les points de Fespace, 

Observons que tout ce que nous venons de dire est relatif à l'origine 
<lBe Ton a choisie pour y transporter toutes les forces. En prenant cette 
^^ngiae ailleurs, la quantité, le sens de la résultante générale, ne changent 
JiQflt et sa direction demeure toujours parallèle à elle-même; mais le mo- 
quent maximum varie de grandeur, et son axe s'incline sur sa première 
position. Pour chacun des points de l'espace, considérés successivement 
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souvent usage), qu'une force peut être transportée en un point quelconque 
de sa direction , trouve ici son analogue, qui consiste en ce qa*un couple 
peut être transporté partout ou fan voudra dans son plan, ou dans tout 
autre plan parallèle^ et tourné comme on voudra dans ce plan^ sans que 
son effet en soit changé. 

Ainsi , des couples situés arbitrairement dans le même plan , ou dans des 
plans parallèles, sont des couples de même direction; d'où Ton voit com- 
bien est illusoire Texpressioii que donne le calcul pour la résultante d'un 
couple, puisque, d'après cette propriété, il n'y aurait pas de lieu de Teâ- 
pace où l'on ne pût la supposer appliquée; ce qui n'a plus aucun sens. 

Mais la proposition précédente est principalement utile dans la compc 
sition des couples, où elle permet de les rapprocher et de les disposer 
entre eux de la manière la plus favorable à la démonstration , et nous con^ 
duit par une voie très-simple aux théorèmes suivants : 

1° Deux couples situés dune manière quelconque dans le même plan, 
ou dans deux plans parallèles, se composent en un seul égal à leur somme 
ou à leur différence, selon que ces deux couples sont de même sens ou de 
sens contraires. 

a® Deux couples situés d^une manière quelconque dans deux plans per- 
pendiculaires aux deux c6tés dun parallélogramme, et représentés en 
grandeur par ces côtés, se composent en un seul situé dans un plan pet' 
pendiculaire à la diagonale, et représentés en grandeur par cette eUa- 
gomûe» 

D'où l'on peut conclure que : Trois couples perpendiculaires aux trois 
arêtes contiguës dun parallélipipède quelconque, et représentés, pour 
leurs moments, par les longueurs de ces arêtes, se composent en un seul, 
perpendiculaire à la diagonale, et représenté pour son moment par la 
longueur de cette diagonale. 

Ces théorèmes , comme nous le verrons tout à l'heure , renferment la 
théorie des moments, considérée de la manière la plus générale, et la théo- 
rie des aires, qui ne sont autre chose, dans le mouvement des corps, que 
les moments des forces qui les animent; mais ils se démontrent avec au- 
tant de simplicité que le parallélogramme des forces, et font descendre 
ainsi dans les Éléments les propositions les plus élevées de la Mécanique. 

Qu'on me permette ici d'en rappeler en peu de mots l'usage dans la Sta- 
tique, et , sans cesser de tendre vers l'objet de ce Mémoire , d'y arriver 
dans l'ordre naturel de nos idées. 
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I. 

Usage des Couples dans la Statique, 

Une force étant appliquée en un point d'un corps ou système quelC/Onque 
solide, si Ton prend un autre point quelconque dans ce corps, ou au dehors, 
poarvu qu'on Fy suppose invariablement attaché , et qu'on applique à ce 
Booyeau point deux forces contraires égales et parallèles à la première, il 
est clair que Tétat du corps ne sera pas changé; mais on pourra considé- 
rer actuellement, au lieu de la simple force proposée, i® une force par- 
fidtement égale, parallèle et de même sens, appliquée au nouveau point; 
t* un couple fonpé par les deux forces parallèles restantes. Si , pour plus 
de clarté, on transporte ce couple ailleurs, dans un plan quelconque parai- 
Itie'au sien, ce qui est permis, il ne restera au point dont il s'agit qu'une 
force parfaitement égale et parallèle à la force primitive, et qui ne serait 
«n quelque sorte que cette même force qu'on y aurait transportée paral- 
lèlement à elle-même. 

On peut donc dire qu'une force peut être transportée parallèlement à 
tOe-inènie en un point quelconque,* pourvu que Ton considère le couple 
(|Bi*eDe engendre dans cette translation , et qui a pour mesure le produit 
de'M force par le chemin qu'elle a parcouru. 

Gela posé > tant de forces que l'on voudra étant appliquées d'une ma- 
nière quelconque à un corps, si on les transporte toutes parallèlement à 
eUeB-fldémes en un même point quelconque, elles viendront s'y composer 
en une seule que je nommerai la résultante, et tous les couples qu'elles ont 
produits dans leur translation se composeront en un seul, que je nommerai 
le couple résultant. 

Composition générale des forces. 

Ainsi , des forces dirigées d^une manière (juelconque daQS V espace peu- 
vent toujours se réduire à une seule, et à un couple unique, lesquels sont, 
en général, situés dans des plans différents. Sur quoi Ton peut observer 
que la direction , la quantité et le sens de la résultante seront toujours les 
mêmes en quelque lieu qu'on ait pris Vorigine, c'est-à-dire le point où l'on 
a transporté toutes les forces. En variant la position de ce point, la résul- 
tante ne fera que se transporter parallèlement à elle-même en divers lieux 
de l'espace; mais la plan et la valeur du couple changeront nécessaire- 
ment. 
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Lois (le l'équilibre. 

Mais, quelle que soit la position de l'origine, un couple ne pouvant 
jamais être tenu en équilibre par aucune simple force dirigée comme od 
voudra dans Fespace , il résulte de ce que nous venons de dire qu'il ne 
pourra jamais y avoir équilibre entre les forces, à moins que la résultante 
et Je couple résultant ne soient tous les deux nuls à la fois. 

Ainsi y toutes les forces appliquées au corps, étant transportées para- 
lèlement à elles-mêmes en un point quelconque , doivent s^y faire équHibn 
entre elles y et tous les couples qu'elles produisent en se transportant fli 
ce point doivent aussi se faire équilibre entre eux. 

Telles sont les propriétés générales de l'équilibre, c'est-à-dire les condi- 
tions qui existent nécessairement dans l'équilibre do tout système libre. 
Elles fournissent les six équations connues, entre les forces décompoeév 
suivant trois axes quelconques dans l'espace, et entre les couples décom- 
posés suivant trois plans différents qu'on peut supposer conduits par os 
axes. 

A quoi se réduisent les conditions* précédentes quand il y a uh point 
fixe dans le système» 

Ces trois dernières équations suffisent , lorsqu'il y a un point fixe daos 
le système, en supposant qu'on ait pris ce point pour l'origine : car la 
résultante, se trouvant détruite par sa résistance, peut avoir telle valeur 
qu'on voudra, et il suffit que le couple résultant soit nul. On voit bien 
nettement par là que 1^ pression exercée sur le point fixe est identique- 
ment la même que si toutes les forces du système y étaient transportées 
parallèlement à leurs directions, car elles y sont actuellement transportées; 
et pour les couples qu'elles ont produits, comme ils doivent être en équi- 
libre d'eux-mêmes, c'est-à-dire quand bien môme le corps ne serait pas 
soutenu, il est évident qu'ils ne peuvent nullement charger le point fixe. 

Propriété nouvelle de P équilibre, dun corps solide. 

Lorsque des forces sont en équilibre autour d'un système quelconque 
invariable de forme, on sait qu'elles peuvent toutes varier proportionnel' 
lement à leurs grandeurs sans cesser de se faire équilibre. Mais on voit ici 
qu'elles peuvent encore s'approcher ou s'éloigner toutes d'un même point 
quelconque, proportionnellement à leurs disUmces à ce point, sans que cet 
équilibre soit trouble : car, si chaque force se meut ainsi parallèlement à 
clle-mômiî, dans li» plan formé par sa direction et le point dont il s'agit, 
elle augmente ou diminue lo couple qu'elle donne à son égard , dans lo 
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I iDéme rappoH que sa distance à ce point , et , par conséquent , tous les 
couples du système conservent leurs positions, et demeurent proportion- 
neJEL Ainsi , la résultante et le couple résultant , étant une fois nuls , le 
motA toujours, et l'équilibre subsistera. 

Condition nécessaire pour qu'un système quelconque de forces oit une 
résultante unique. 

Les forces appliquées au système étant ramenées, comme nous venons de 
le voir, à une seule force et à un seul couple, si la force se trouve parallèle 
aa plan du couple, on pourra amener ce couple dans un même plan avec 
elle, et les réduire tous deux à une force unique : et réciproquement, 
coBmie on a démontré qu'une force et un couple ne peuvent se réduire à 
sue force unique sans être dans le même plan ou dans des plans paraK 
lèleB, ce qui est ici la même chose, il s'ensuit que des forces dirigées 
£une manière quelconque dans Cespace ne peuvent jamais se réduire à 
une seule, à moins que la résultante de toutes ces forces transportées 
poÊitUèlement à elles-mêmes en un point quelconque n'ait une direction 
pttnUéle au plan du couple résultant. 

Ciêt par là qu'on peut voir comment trois forces dirigées dans des plans 
AShents peuvent se composer en une seule, sans qu'il y ait aucune rcn- 
ectàtb entre leurs directions , et comment une force peut se décomposer 
nSvant trois directions qui ne rencontrent pas la sienne et qui ne se ren- 
contrent pas entre elles. 

Expression analytique des propriétés précédentes. 

Pour soumettre les propositions précédentes au calcul, concevons à l'ori- 
gine où l'on transporte toutes les forces, trois axes quelconques, que nous 
prendrons rectangulaires entre eux, pour plus de simplicité dans les expres- 
sions. 

Soient R la résultante générale; X, Y, Z ses trois. composantes suivant 
!^ axes des x, /, z; soient a, j3, 7 les trois angles respectifs que sa direc- 
tion forme avec eux. 

On aura, par le parallélipipède des forces, 



X Y Z 

cosa = ^, cosf^ — gî COS7 = 5* 

Or X, Y, Z sont rospoctiv ornent égales aux sommes des forces décom- 
posées parallèlement aux trois axes des .r, y, z. On trouvera donc facile- 
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De Ptucc central des moments. 

Cet axe remarquable, où la somme des moments est à la fois un maxi- 
mum relativement aux axes qui se croisent au même point que lui , et un 
minimum relativement à ceux qui donnent les moments maxima aux di- 
vers points de Fespace, pourrait se nommer Taxe central des moments; et 
cette dénomination, déjà motivée en ce qu'il jouit d'une propriété exclu- 
sive par rapport à tous les autres, se trouve pleinement justifiée , si Ton 
observe qu'aux mêmes distances autour de lui , les moments maxima sonl 
les mêmes, et que leurs axes ont, à son égard, des dispositions sem- 
blables. 

En effet, le même raisonnement qui nous a fait passer tout à l'heure du 
couple résultant G au couple minimum K, nous ramène, dans Tordre inverse, 
de celui-ci au premier, et par les mêmes équations, 

Hjt> = Gsin®, et K=:Gcos<p. 

Mais ici, de quelque côté qu'on transporte la résultante R, pourvu que 
ce soit à une même distance p de sa position actuelle ou de l'axe central, 
on trouvera toujours un couple résultant G de même valeur, et une même 
inclinaison «p entre son axe et la résultante; et, de plus, le plan de ces 
deux droites sera toujours perpendiculaire à la ligne /?, puisque , si tottl 
cela n'avait pas lieu comme ci-dessus, en ramenant la résultante dans l'àxe 
centrai, on ne retrouverait plus le même couple minimum K, ce qui ne 
peut pas être. 

Les moments maxima sont donc constants, non-seulement pour toutes,les 
origines prises le long d'une parallèle à la résultante, comme nous râpions 
déjà remarqué, mais encore pour toutes les origines prises sur le cylindre 
que décrirait cette droite autour de Vaxe central qui lui est parallèle. 

Pour les axes de ces moments, tant que Porigine ne sort pas d^une même 
génératrice de ce cylindre, ils demeurent parallèles entre eux et forment 
un plan ; mais si (^origine passe (Tune génératrice à Vautre par la cireofh 
férence cPun cercle, ils forment un hyperboloïdc de révolution autour de 
F axe central. 

Les moments maxima G ne varient donc qu'avec les distances p de 
leurs origines à l'axe central, et les deux équations précédentes nous 
donnent 

équation qui nous fait voir que ces moments croissent, pour les origines 
prises à différentes distances de Taxe central, comme les ordonnées d'une 
bf perbole dont ces distances seraient les abscisses : ainsi leurs valeurs 
augmentent sans bornes , et il n'y a pas de moment maximum maximo^ 
rum; ce qui était d'ailleurs assez évident de soi-même. 
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On a, de plus, tang()) = -—-^ ce qui donne les inclinaisons des axes des 

ifioments maxima sur Taxe central , et nous montre que leurs tangentes 
vairient dans le rapport des distances de leurs origines à cet axe. 

Remarqaonis encore que, dans le cas où la résultante générale est nulle, 
on a, par la première équation, G = K, quelle que soit la valeur de p. 

Lors donc que Ws forces appliquées sont telles, qu'étant transportées en 
On même point elles se font équilibre entre elles, les moments maxima 
Mnt tes «Mêmes pour tous les lieux de l'espace , et leurs axes sont tous 
pandlëles. 

Si les forces appliquées ont une résultante unique, comme on a pour 
cette condition cos<p = o, Téquation K = G cos^ donne K = o; c'est-à. 
dire que !e monkeni minimum maximorum est nul, comme il est clair que 
cela doit être, puisque rorigine tombe alors sur la direction môme de la 
âeule force à laquelle se réduisent toutes celles du système. 

Classification de tous les axes rie Pespaee auxquels on voudrait 
rapporter les moments if un système de forces. 

TeUe est donc la tkéorie générale exposée ci^deesus , que tous tes 9iXeg 
de Vwpaoe auxquels on peut rapporter les moments d'un système quel- 
«Oifiie de forces peuvent être distingués et classés entre eux de la manière 
auvanêe: 

D'abord, si, pour simplifier les choses^ nous ne considérons que les 
axes .<|iii se -croiseraient aux divers points qu'on peut prendre sur un 
même pian perpeiuikiniaire k la directioB de la résultante, nous obser- 
vons: 

f ** Que, parmi tous les axes qui se croisent en un même point, il y en 
a un seol distingué de tous les autres, «n ce que La somme des moments 
y eat mi maxàmum. 

Les autres se classent autour de lui en diverses surfaces coniques cir- 
culaires dont il serait l'axe commua. Pour tous ceux qui forment la même 
«urfaoe, les moments sont égaux, et ils varient d'un cône à l'autre en rai- 
son des cosinus des angles sous lesquels ces cônes sont décrits. 

2° Parmi tous les axes qui* donnent les moments maxima relativement 
aux divers points du plan, il y -en a un seul distingué de tous les autres^ 
en ce qu'il donne le plus petit de ces maxima, ou le minimum maximo- 
rum des moments. 

Les autres axes des maxima se classent autour de lui en diverses sur- 
faces d'hyperboloïdes de révolution dont il serait Taxe commun^ Pour tous 
ceux qui forment la surface d'wn même hyperboloïde, les moments ^//^a://iî« 
ont la même valeur, et ils varient d'un hyperboloïde à l'autre, suivant les 
lois que nous avons données ci-dessus. 
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Actuellement, tout ce que nous venons de dire relativement aux diverses 
origines prises dans un même plan perpendiculaire à la résultante subsiste 
de la même manière, et avec les mêmes valeurs, pour tous les lieux qu'oc- 
cuperaient successivement tous ces points en transportant le plan paral- 
lèlement à lui-même. Les moments maxima restent les mêmes autour des 
rtièmes axes qui deviennent parallèles; et comme il n'y a, parmi eux, que 
l'axe du moment minimum maximorum qui soit perpendiculaire au plan 
mobile, on voit qu'il est le seul qui n'ait absolument qu'une même posi- 
tion dans l'espace ; que , de plus , tous les axes qui ont à son égard des 
positions semblables donnent les mêmes moments; et c'est ce qui nous a 
fait nommer cet axe unique, \axe central des moments. 

Au reste, les résultats précédents, tirés des raisonnements les plus sim- 
ples , pourraient aussi se déduire du calcul par la méthode ordinaire de 
maximis et minimis; et l'on trouve aisément, pour l'axe du moment mini- 
mum maximorum, les équations suivantes : 

(N+ Y^-X/)Y-(M + X2~Za:) Z = o, 
(L 4- Zj - Yz) Z - (N 4- Y^ - Xj) X = o, 
(M-h Xz - Zo:) X - (L + Zr- Yz) Y = G, 

où J?, j, z sont les coordonnées de cette droite par rapport à trois axes 
autour desquels les sommes respectives des moments sont L , M , N, tan- 
dis que X , Y, Z sont les sommes des forces décomposées parallèlement 
aux mêmes axes. 

L'une quelconque de ces équations est une suite nécessaire des deux 
autres, et, par conséquent, elles ne représentent qu'une seule et même 
ligne droite, laquelle est manifestement parallèle à la direction de la résul- 
tante générale des forces. 

On trouve encore, pour le lieu de tous les points relativement aux- 
quels les moments maximn sont égaux et représentés par H, l'équation 
suivante : 

(L-YzH-Zjr)^-h(M-Z^-i-Xz)* + (N-Xj4-Ya:)^ = H% 

qui appartient à une surface cylindrique à base circulaire décrite autour 
de la première droite , ce qui est conforme à ce que nous avons vu pré- 
cédemment. 

Mais nous ne nous arrêterons pas à ces détails, et nous passerons sur- 
le-champ aux applications de la théorie des moments de la Dynamique. 



MÉMOIRE. aap 

m. 

AppUceUion de la théorie précédente à la Dynamique, 

Soient tant de corps libres qu'on voudra qui se meuvent, sans aucuna 
dépendance mutuelle, avec des vitesses uniformes suivant des droites 
quelconques, dans Tespace. 

Puisque chaque corps se meut uniformément en ligne droite, la force 
qui ranime demeure constante et de même direction. 

I>onc la résultante générale de toutes les forces qui animent les corps 
du système, et leur moment résultant par rapport à un point fixe quel- 
conque» demeurent constamment les mômes dans tout le cours du mou« 
vement. 

Conservation^ des forces et conservation des moments. 

Actuellement, si l'on suppose que tous ces corps, qui étaient libres^ 
viennent tout à coup à se lier ensemble d'une manière quelconque, et à 
réagir encore les uns sur les autres en vertu de nouvelles forces quel* 
conques, mais réciproques, c'est-à-dire telles, qu'entre deux corps l'action 
aoit toujours parfaitement égale et contraire à la réaction , ce qui com- 
prend toutes les forces de la nature ; les mouvements individuels des difr 
/ërents corps seront changés, et les forces qui les animent varieront de 
grandeurs et de directions, et continueront de varier à chaque instant du 
mouvement. Mais ce qui est bien remarquable, et forme un des plus beaux 
principes de la Dynamique, c'est que la résultante générale de toutes ces 
forces, et leur moment résultant par rapport au point fixe, demeureront 
toujours les mêmes qu'auparavant, et seraient encore conservés si tous les 
corps redevenaient libres, et que chacun d'eux s'échappât en ligne droite 
avec la nouvelle vitesse dont il est actuellement animé. 

Démonstration très-simple de ces deux lois générales. 

Ce principe, qui se déduit des équations différentielles du mouvement, 
peut aussi se démontrer par un raisonnement si simple , que je ne crois 
pas devoir l'omettre ici. 

Il est clair, en effet, que si chaque corps, à cause de sa liaison avec les 
autres, ne peut plus obéir pleinement à l'impulsion qu'il a reçue, sa force 
se décompose en deux autres, l'une qui est détruite, et Tautre qui subsiste 
actuellement. Tout se passe comme à la rencontre d'un obstacle invin- 
cible, excepté que la composante, qui serait anéantie par l'obstacle, va se 
reporter sur les autres corps qui la détruisent par leur action. La force de 
chaque corps étant ainsi remplacée par deux semblables composantes, la 
résultante de toutes ces nouvelles forces et leur moment résultant sont 



toujours les mêmes qu'avant cette substitution. Mais les composantes, qui se 
font équilibre entre elles, donnent leur résultante et leur moment résul- 
tant nuls, comme nous l'avons vu dans les lois générales de l'équilibre : 
donc la première résultante et le premier moment résultant sont conser- 
vés, et n'ont souffert aucune altération par l'action mutuelle des différents 
corps du système. Quant aux autres forces qui pourraient exister entre ces 
corps, comme elles sont réciproques, c'est-à-dire deux à deux ^les et 
contraires, elles ne changent rien non plus aux valeurs précédentes, car 
leur résultante et leur moment résultant sont évidemment nuls d'eux- 
mêmes. 

On voit donc que, dans un système de corps qui ont reçu des impui' 
sions primitives y et qui réagissent d'une manière quelconque les uns sur 
les autres, la somme de toutes les forces qui les animent, estimées suivant 
une même droite, et la somme de leurs moments estimés autour (fun 
même axe fixe quelconque, demeurent constamment les mêmes, malgré 
les variations qu'éprouvent les mouvements individuels des corps, et soit 
que ces mouvements changent par des nuances insensibles, soit qtiil sur- 
vienne entre eux des changements brusques par Faction réciproque des 
corps, ou par toute autre liaison nouvelle qu'on voudrait établir subitement 
entre ces corps. 

Ces deux propriétés générales du mouvement correspondent, en quelque 
sorte, aux deux propriétés générales de l'équilibre ; les mêmes scomies 
qui doivent être nulles dan^ l'état d'équilibre demeurent constantes dans 
l'état de mouvement, et la conservation des forces et des moments, pré- 
sentée de cette manière, subsiste également pour toutes les lois possibles 
entre la force et la vitesse du corps en mouvement. 

j4 quoi répondent les lois précédentes dans la nature, — Conservation 
du mouvement du centre de gravité ; conservation des aires. 

Dans la nature, la force d'un corps en mouvement se mesure par le pro- 
duit de la masse et de la vitesse ; et le premier principe répond à la con- 
^rvation du mouvement du centre de gravité , qui consiste en ce que ce 
centre se meut toujours uniformément en ligne droite, et de la même ma- 
nière que si tous les corps du système y étaient réunis et que les forces 
qui les animent s'y fussent transportées parallèlement à elles-mêmes. 

En effet, puisque la somme des forcer estimées suivant une même droite 
est constante, on peut dire que la somme des vitesses de toutes les molé- 
cules égales du système, et, par conséquent, leur moyenne vitesse pour 
s'éloigner d'un plan perpendiculaire à cette droite, est aussi une quantité 
constante. Or, à chaque instant, les vitesses des molécules sont mesurées 
par les petits accroissements, positifs ou négatifs, de leurs distances au 
plan que je considère : ainsi, la moyenne vitesse n'est autre chose que le 
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moyen accroisœment ou raccroissement de la moyenne de toutes ces dis- 
jUttces, et, par conséquent, c'est la vitesse mémo du point qui est le centre 
de gravité de to^t le système. Donc la vitesse de ce point, estimée suivant 
une droite quelconque dans l'espace, est toujours la même ; et, comme elle 
représente la moyenne vitesse de toutes les molécules, elle s'exprime par 
la somme de toutes les vitesses, divisée par leur nombre, ou par la somme 
de toutes les forces divisée par la masse entière du système. 

Si Ton {urend, pour cette droite à laquelle on rapporte les forces, la di- 
lec^om même de la résultante générale, on voit que le centre de gravité 
se meut précisément dans cette direction ; car si l'on cherchait actuelle- 
ment la vitesse de ce centre , pour s'éloigner d'un plan quelconque mené 
suivant cette droite, on trouverait cette vitesse nulle, puisque la somme 
dee forces, estimées dans un sens quelconque perpendiculaire à la résul- 
tante ^nérale, est toujours nulle. 

Ainsi , le centre de gravité du système se meut uniformément, en ligne 
dnH$e, dans la direction même de la résultante générale, et sa vitesse 
€ft exprimée par cette résidtante divisée par la masse entière du sjs- 

. 6Î cette résultante générale est nulle, et qu'ainsi toutes les forces appli* 
qoées soient réductibles à un couple, le centre de gravité du système reste 
donc en repos dans l'espace, quels que soient les mouvements particuliers 
dm différents corps qui le composent. 

Si leOus ces corps sont liés entrç eux de manière à former un système 
invariable de figure, le système ne peut donc avoir qu'un mouvement de 
rotation autour du centre de gravité ; d'où Ton voit que l'effet d'un couple 
sur un corps ou système solide est de le faire tourner autour d'un point 
déterminé , qui ne dépend ni de la grandeur ni de la direction du couple 
appliqué, mais uniquement de la figure du corps, ou plutôt de la disposi- 
tion mutuelle des différentes particules qui le composent. Ainsi, le centre 
de gravité des corps se présente d'une manière aussi naturelle dans la 
théorie du mouvement que dans celle de l'équilibre : et il ne faut pas, avec 
quelques géomètres, le regarder seulement comme un point qu'il est pré- 
férable de choisir, parce que certaines expressions analytiques qu'on y 
rapporte se simplifient, ou que certaines intégrales s'y évanouissent, mais 
bien comme un point dont la considération s'offre d'elle-même dans la na- 
ître, et vient, pour nous, de cette loi qui fait simplement la force propor- 
tionnelle à la vitesse. On doit dire la même chose de ces trois axes prin- 
cipaux de rotation, autour desquels un corps peut tourner librement, parce 
que les forces centrifuges s'y contre-balancent. C'est en vertu de cette même 
loi dont je viens de parler, qu'il y a de tels axes dans tous les corps, qu'il 
y en a trois, qu'ils passent au centre de gravité et qu'ils sont rectangu- 
laires entre eux. 

Mais je passe au second principe de la conservation des moment^. Ci 
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l'on prend un point fixe quelconque, et que, de ce point fixe ou foyer, on 
mène à tous les corps du système des rayons vecteurs, en projetant toutes 
ces droites sur un plan quelconque, on verra facilement que lef moment de 
chaque force, par rapport à un axe perpendiculaire au plan de projection, 
et passant par le foyer, est proportionnel au produit de la masse du corps 
par Taire que trace sur ce plan la projection de son rayon vecteur. 

Ainsi, dans la loi de la nature, la conservation des moments revient à 
la conservation des aires, qui consiste en ce que la somme des produits des 
corps par les aires respectives que tracent les projections de leurs rayons 
7>ecteurs sur un plan fixe quelconque mené par le foyer, est proportionnelle 
au temps, c^est-à-dirç est toujours la même, en temps égal, pendant tout 
le mouvement du système. 

Si toutes les masses du système étaient égales entre elles, on n'aurait 
pas besoin de considérer leurs produits respectifs par les aires précédentes, 
mais simplement ces aires elles-mêmes; et le théorème reviendrait à ce 
que la somme des aires décrites par les rayons vecteurs autour du foyer 
est toujours ^ale en temps donné. C'est ainsi qu'on peut toujours énoncer 
le principe des aires, mais en supposant que les masses du système soieot 
divisées en parties égales^ et qu'on ait tiré du foyer des rayons vecteurs 
à toutes ces parties. 

Plan du maximum des aires. 

Cela posé, puisque les aires tracées par les rayons vecteurs ne sont autre 
chose que les moments des forces , il s'ensuit qu'on peut appliquer à la 
composition des aires tout ce que nous avons dit de la composition des 
moments. 

Et d'abord, on voit que, parmi tous les plans menés par le même foyer, 
et qui reçoivent de la part des rayons vecteurs des aires différentes, il y 
en a un seul qui reçoit la plus^grande; et si l'on nomme L, M, N les sommes 
respectives des aires tracées sur trois plans rectangulaires quelconques, 
menés par le foyer, on aura pour la valeur G de l'aire, qui est un maxi- 
fnum. 

Et, à l'égard du plan qui la reçoit, si l'on nomme >, p, v les trois angles 
respectifs qu'il forme avec les trois premiers, on aura, pour les cosinus de 
ces angles, 

. L M K 

C0SA=T7j COStt=TTî COSv=~, 

ce qui détermine sur-le^hamp la position de ce plan remarquable. 

Lorsque l'on connaît l'aire maximum G, et le plan sur lequel elle tombe, 
on trouve facilement les aires que reçoivent les divers plans ntenés par le 



MÉMOIRE. 233 

foyer. Car, 9 étant l'angle que forme un plan quelconque avec celui du 
maximum des mea, on a pour Taire décrite sur ce nouveau plan, GcosO. 
D'où Ton voit que les aires sont égales sur tous les plans qui font le même 
angle avec celui du maximum, ou qui touchent un cône décrit sousle com- 
plément de cet angle autour de Taxe perpendiculaire à ce dernier plan; 
que, de plus, elles sont nulles quand Tangle G est droit, c'est-à-dire sur 
tous les plans perpendiculaires à celui du maximum. 

Plan du minimum des aires maxima. 

Acttiellement, parmi tous les plans qui donnent les aires maxima, rela- 
tivement aux divers points de Tespace considérés comme foyers, il y en a 
un seul qui donne le minimum de ces maxima, ou Taire minimum maxi- 
morum. 

Ce plan est perpendiculaire à la direction de la résultante générale, ou 
du mouvement commun qui emporte le système, Son axe, c'est-à-dire la 
perpendiculaire qui y serait élevée au foyer, se trouvera absolument de la 
mtoe manière que Taxe central des moments, et le foyer pourra être pris 
partout ou Ton voudra sur cette droite. Pour tous les foyers qui en sè- 
ment aux mêmes distances dans un plan perpendiculaire, les aires maxima 
aurait les mômes valeurs, et leurs plans seront perpendiculaires aux di- 
verses génératrices d'un hyperboloïde de révolution décrit autour do cet 
axe central. D'ailleurs, ces aires maxima et les inclinaisons de leurs plans 
varieront, en vertu des distances précédentes, d'après les mêmes lois que 
nous avons données plus haut; et l'on trouvera sur les aires tous les théo- 
rèmes analogues à ceux qui ont été rapportés sur les moments. 

Usage de ces plans; de ceux x^iûil faut choisir pour y rapporter les 
corps du système. 

Cette constance des aires décrites sur des plans qui restent immobiles 
au foyer nous donne d'abord l'idée de les observer sur les plans auxquels 
nous rapportons les différents corps, afin qu'à toutes les époques du mou- 
vement nous puissions retrouver la position de ces plans, et reconnaître 
les changements survenus dans le système. Mais, d'après ce que nous ve- 
nons de dire, on voit qu'il y a un choix à faire entre ces plans coordon- 
nés. Car si un plan qui reste immobile au foyer reçoit constamment la 
même aire de la part des rayons vecteurs, un plan qui recevrait con- 
stamment une même aire donnée ne serait pas pour cela immobile; il 
pourrait se mouvoir d'une manière quelconque tangentiellement à un cer-^ 
tain cône décrit autour du foyer. Donc, si l'on avait rapporté primitive^ 
ment tous les corps d'un système à un certain plan, et qu'on ne sût rien 
autre chose de ce plan, sinon qu'il recevait un aire donnée, on ne pour^ 
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rait plus reconnaître actuiellement sa position dajQS l'espace, parce qu'il a 
pu changer, ou, plus e^^actement, parce qu'il y en a une inûnil^ d'^joitres 
qui jouissent de la même propriété que lui. 

Mais si l'on savait que le plan cherché était, eptre tous ceux qui passent 
au même foyer, celui qui recevait l'aire la plus grande, on le retrouverait 
sur-le-champ, parce qu'il est unique, et jouit d'une propriété exclusive par 
rapport à tous les autres. 

C'est donc ce plan qu'il faut choisir, de préférence à tous ceux qui pas- 
sent en un même points pour y rapporter les différents oorps du sys- 
tème; et, sans connaître la grandeur de Taire qui y est décrite, on pourra 
retrouver sa position dans tous les temps, pourvu qu'on connaisse \^ point 
jBxe d'où partaient les rayons vecteurs, ou du moins quelque autre point 
fixe qui soit, avec le premier, dans la direction du mouvement général; 
car nous avons vu que, pour ce nouveau foyer, le plan de l'aire maximum 
serait parallèle au premier. 

Si Ton ne connaissait point la position de ce foyer, quand bien même 
on saurait que l'aire maximum décrite sur le plan cherché avait une 
valeur donnée, on ne pourrait pas encore distinguer ce plan d'une infinité 
d'autres perpendiculaires aux génératrices d'un certain hyperboloïde de 
révolution, parce que chacun de ces plans jouirait de la même propriété 
de recevoir une aire égale ^ et maximum entre celle des plans qui se croi- 
seraient avec lui au même point. 

Mais si l'on ajoutait que l'aire maximum dont il s'agir était le mini- 
mum des aires maxima relatives aux divers foyers de l'espace, on retrou- 
verait sur-le-champ la position du plan cherché, parce qu'il jouit non-seu- 
lement d'une propriété exclusive par rapport à ceux qui passeraient au 
même foyer, mais encore d'une autre propriété exclusive par rapport à 
tous ceux qui auraient la première commune avec lui. 

C'est donc ce nouveau plan qu'il faut choisir de préférence à tous ceux 
de l'espace; et l'on en pourra retrouver la position à toutes les époques, 
sans connaître ni la grandeur de l'aire qui y est décrite, ni le point qu'on 
a pris pour centre des rayons vecteurs. Mais, pour le déterminer, il fau- 
dra toujours avoir quelque point fixe d'où l'on puisse partir actuellement^ 
et connaître en outre la grandeur et la direction de la résultante générale 
qui emporte le système dans l'espace. 

Dans le cas des aires relatives, que Paire minimunt maximorum est 
la même que Paire maximum autour (Tun foyer quelconque. 

Lorsqu'on ne connaît ^ucun point fixe auquel on puisse rapporter les 
rayons vecteurs , et qu'on partage les mouvements des corps efux-mèmes 
que Ton considère, on ne peut plus observer que des aires décrites autour 
de foyers mobiles dans la direction du mouvement général. Or ces aires 
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sont alois les mêmes que si le mouvement général était mil , ou que le 
centre de gravité du système fût en repos. 

On a pu voir, en eflTet, par Téquation G' =p K*4-RV*, qu'un moment 
maximum .G, relatif à une certaine* origine, se compose du moroient mi- 
nimum maximorum K , et du moment Vip de la rteultante générale par la 
distance de Taxe central à cette origine. De même Taire maximum, par 
rapport à un foyer fixe, est la résu)tai^(e 4e Taire minimum maximorum 
et de Taire qui est décrite par le rayon vecteur de la masse entière du 
système, considérée comme réuçjiç f)$)ns Taxe central, et animée, suivant 
cet axe, de la vitesse commune. Sj ^Qnc le foyer que Ton considère, au 
lieu d'être fixe dans Tespace, se meut avec la vitesse commune parallèle- 
ment à Taxe pentral, cette partie de3 aireis qui «ont décrites en vertu du 
mouvement général disparait d'elle-même; et les aires observées sont par- 
faitement les mêmes que si la ré^ul^nte générale était nulle, ou que le 
centre de gravité du système fût pu repos dans Tespace.. 

liais, quand la résultante générale est nulle, les aires maxima sont 
^es pour tous les foyers de i'fi^pace, et leurs plans sont tous parallèles; 
donc alors le foyer de Taire minimum maximorum peut être pris partout 
0|jDi Ton voudra. 

Application au système du monde. 

Ainsi, dans Je système du monde, comme on ne connaît aucun point fixe 
auquel on puisse rapporter les différents corps célestes, et qu'on ignore 
d'jailleurs d^ns quel $ens et avec quelle force ce système est entraîné dans 
l'espace, op ne peut déterminer ni le plan ni la valeur de Taire minimum 
maximoruffi g iBt Ton peut choisir simplement le [^an du maximi^m des 
aires, relativement à un point quelconque qui se meuve en ligne droite 
9vec la vitesse commune du système. On peut donc prendre le foyer au 
centre de gravité, qui jouit de cette propriété dans tout le cours du mou- 
vement; et c'est ce qu'a fait l'auteur de la Mécanique céleste , qui, le pre- 
mier, a considéré ce plan dans notre système planétaire, et qui lui a donné 
le nom de plan invariable. 

Au reste, ou peut encore prendre le foyer au centre de Tun quelconque 
des corps considéré comme fixe à chaque instant, c'est-à-dire comme ac- 
tuellement privé de sa vitesse relative : ce point, n'ayant plus alors que 
la vitesse commune, sera dans le même cas que le centre de gravité. Ainsi, 
le plan de Taire maximum relative à ce point §erfi parallèle au premier, 
et recevra la même aire. 

Si donc, pour considérer également tous les corps du système, pn prend 
successivement les aires élémentaires décrites autour de chaque corps 
par tous les autres, en multipliant ces diverses sommes par les masses 
re^^poctives des corps qui ont servi succe^vement de foyers, on trouvera, 
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en les ajoutant, tous les produits des masses prises deux à deux, multi- 
pliés par les aires qu'elles tracent dans le même temps, Tune autour de 
l'autre considérée comme immobile. 

Le plan dont nous avons parlé jouil donc encore de cette propriété re- 
marquable, que la somme des produits précédents y est un maximum, 
aussi bien que sur tous ceux qui lui sont parallèles ; et Ton voit que c^te 
somme n'est autre chose que Taire maximum relative au centre de gra- 
vité, multipliée par la masse entière du système. C'est ainsi que Laplace 
présente encore la théorie de ce plan invariable, en ramenant le principe 
des aires à des relations entre les distances mutuelles des différents corps 
du système. 

Ce plan forme en quelque sorte l'immuable équateur du système du 
monde. Quels que soient les changements que la suite des siècleis amène 
entre les corps célestes, il demeurera toujours parallèle à lui-même; et, 
puisqu'on en peut retrouver la position dans tous les temps, comme on 
retrouve celle du centre de gravité, on aura toujours, en y rapportant tous 
les corps du système, le moyen de comparer d'une manière précise les 
observations de TAstronomie faites aux époques les plus éloignées. 

Nous rappellerons encore ce corollaire remarquable de la théorie précé- 
dente, que, dans un système de molécules solides et fluides, animées pri- 
mitivement par des forces quelconques et soumises à leur action mutuelle, 
s'il arrive qu'après un grand nombre d'oscillations ces molécules se fixent 
à un état permanent de rotation autour d'un axe invariable passant par 
leur commun centre de gravité (et Ton conjecture avec assez de vraisem- 
blance que c'est le cas des corps célestes), alors leur équateur, ou le plan 
perpendiculaire à cet axe, sera parallèle à celui qui recevait, à l'origine du 
temps, le maximum des aires relativement au centre de gravité. 

Mais nous n'étendrons pas plus loin ces dernières considérations, qui ont 
été assez approfondies par le géomètre que nous avons cité. Notre objet 
principal était de fonder une nouvelle théorie des moments et des aires, 
d'étendre et de simplifier à la fois toute cette partie de la Mécanique, et 
de faire passer ainsi dans les Éléments les plus beaux théorèmes qu'on y 
eût trouvés jusqu'ici. 

Remarque nouvelle sur les aires. 

Nous finirons par faire observer, sur la loi des aires, que les plans ne 
sont pas les seules surfaces sur lesquelles elles se conservent sans altéra- 
tion pendant le mouvement du système. La même propriété appartient 
aussi à toute surface conique circulaire dont le sommet est placé au foyer 
des rayons vecteurs; mais il faut projeter ces rayons sur le cône par des 
lignes parallèles à son axe. 

Les aires décrites sur les surfaces de différents cônes de môme axe et de 
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même sommet seront réciproquement proportionnelles aux sinus des angles 
sous lesquels ces cônes sont décrits; d'où Ton voit que le cône qui recevra 
Taire la plus petite sera le cône décrit sous l'angle droit autour de l'axe 
commun , c'est-à-dire le plan perpendiculaire à cet axe. 

Entre tous les cônes semblables de même sommet, mais d'axes différents, 
il y en aura un seul sur la surface duquel l'aire tracée par lés rayons vec- 
teurs sera un maximum. 

Parmi tous ceux qui donneraient de même les aires maxima relative- 
ment aux divers foyers do l'espace, il y en aura un seul qui donnera le 
minimum de ces aires maxima. 

Pour les axes de ces cônes remarquables, ils ne sont autre chose que les 
axes des moments ou des aires qui jouissent des propriétés analogues, et 
ils se détermineront absolument de la même manière. Enfin l'on trouvera, 
en considérant les aires tracées sur des cônes quelconques semblables, 
tous les théorèmes que nous avons donnés par rapport aux aires qui sont 
tracées sur de simples plans. 



THÉORIE ET DÉTERMINATION 



L'EQUATEUR DU SYSTÈME SOLAIRE. 



Je vais développer dans ce Mémoire les recherches nouvelles que j'ai 
présentées à l'Académie le 24 mars 1 828, et qui ont pour objet Tune des 
questions les plus élevées du système du monde. Il s'agit de la détermina- 
tion exacte du seul plan des aires qui soit vraiment invariable dans notre 
système planétaire, et qui en forme en quelque sorte Timmuable équateur; 
car le pian que Laplace a nommé invariable^ et déterminé comme tel dans 
sa Mécanique céleste , n'est point le véritable; et nous allons voir qu'à cet 
égard l'analyse de l'auteur avait besoin d'être rectifiée. Mais, auparavant, 
je crois devoir rappeler les premières idées qui ont donné naissance à la 
théorie des aires , afin de jeter un nouveau jour sur l'origine et la suite 
naturelle de ces considérations. 

THÉORIE. 

I. 

On a vu que, dans le mouvement de plusieurs corps qui réagissent d'uTie 
manière quelconque les uns sur les autres, mais dont le système est sup- 
posé parfaitement libre de toute action étrangère, si l'on projette sur un 
plan les aires que tracent, autour d'un point fixe ou foyer ^ les rayons vec- 
teurs menés de ce foyer à toutes les molécules égales du système^ la somme 
de ces aires projetées demeure constante, c'est-à-dire est toujours la même 
en temps égal, malgré les variations qu'éprouve chacune d'elles par l'ac- 
tion réciproque des différents corps ; et c'est dans o«lte propriété générale 
du mouvement des systèmes que consiste le principe si connu de la Coït- 
servation des aires, 

IL 

Les géomètres ne se sont pas élevés tout d'un coup à cette loi générale 
de la Dynamique. L'origine de ces idées remonte à Kepler, qui le premier 
imagina de considérer l'aire du secteur que décrit le rayon vecteur d'une 
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planète dans son mouvement autour du soleil. Et si Ton cherche ce qui a 
pu lui donner cette idée, on trouvera, ce me semble, qu'il y parvint, non 
point par hasard, comme on pourrait le croire d'abord, mais par une cer- 
taine marche naturelle, que je veux indiquer en passant, parce qu'elle se 
retrouve dans toutes nos recherches, et qu'elle résulte, pour ainsi dire, de 
la nature même de l'esprit humain. 

Et, en effet, nous ne connaissons en toute lumière qu'une seule loi: 
c'est celle de la constance et de l'uniformité. C'est à cette idée simple 
que nous cherchons à réduire toutes les autres, et c'est uniquement dans 
cette réduction que consiste pour nous la science. Ainsi, quand nous étu- 
dions les choses qui changent pour découvrir ce qu'on appelle la loi de 
leurs variations, notre unique objet est de trouver ce qu'il peut y avoir 
d'unifbrme et de constant au milieu de ces choses qui varient. Que si, 
avec le temps et par un nouvel examen , nous venons à reconnaître que 
des rapports qui noifs avaient paru constants sont eux-mêmes variables, 
il nous faut faire un nouveau pas. Mais notre marche est toujours la même; 
car alors ce n'est plus dans ces rapports, mais dans quelque autre formé 
de leur combinaison, que notre esprit va rechercher cette loi de constance 
qui avait, pour ainsi dire, échappé à ses premières conclusions. Tel est, je 
crois, le mouvement naturel de l'esprit humain, mouvement qu'on pour- 
rait même remarquer dans la Géométrie et dans l'Analyse, mais dont l'As- 
tronomie nous offre ici l'image la plus sensible. 

Ainsi, les anciens astronomes, d'après les premières apparences des mou- 
vements célestes, avaient cru naturellement que les planètes décrivaient 
dans leur cours des cercles parfaits, et qu'elles les décrivaient d'un mou- 
vement uniforme : de sorte que la ligne menée du centre à la planète et sa 
vitesse angulaire étaient regardées comme constantes. Malgré quelques 
inégalités que l'observation avait rendues sensibles, cette première loi du 
mouvement des planètes subsista très-longtemps, parce qu'on faisait dis- 
paraître à très-peu près ces inégalités en essayant de mieux placer le centre 
de ce cercle parfait qu'on avait imaginé. Mais Kepler ayant reconnu par 
la comparaison attentive de nombreuses observations, que le mouvefbent 
d'une planète se fait, non dans un cercle, mais dans une ellipse dont le 
soleil occupe un des foyers, de sorte que le rayon vecteur et l'angle qu'il 
décrit étaient tous deux variables ; et ne trouvant plus ainsi , ni dans ce 
rayon, ni dans cet angle, cette constance qu'on y avait d'abord supposée, 
imagina de la retrouver dans une quantité nouvelle composée de ces deux- 
là ; et considérant dans cette vue la plus simple qu'on en puisse former, 
savoir, l'aire du secteur elliptique que trace le rayon vecteur de la planète 
autour du soleil, il trouva enfin que cette aire était constante, c'est-à-dire 
toujours la même en temps égal, ou, en d'autres termes encore, que l'aire 
décrite était proportionnelle au temps écoulé. 

Cette loi de Kepler, qui n'était prouvée que par l'observation. Newton 
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la démontra ensuite comme un théorème mathématique qui doit avoir Heu 
dans le mouvement de tout corps attiré par une force quelconque vers un 
centre fixe; et, réciproquement, il fit voir que si cette description uni- 
forme des aires est observée dans le mouvement d'un corps, elle est une 
preuve de l'attraction ou de la tendance de ce corps au centre des rayons 
vecteurs; ce qui conduit naturellement au principe de la pesanteur uni* 
verselle. 

Enfin, vers le milieu du siècle dernielr, le chevalier d*Arcy, Daniel Ber^ 
nouUi et Euler découvrirent presque en même temps, et sous des formes 
différentes, un théorème plus général, mais qui n'est en quelque sorte que 
celui de Newton étendu à plusieurs corps qui seraient soumis à la fois à 
leurs actions réciproques et à des forces quelconques dirigées vers un même 
point fixe. Dans le mouvement du système autour de ce point comme foyer, 
l'aire que décrit chaque corps en particulier n'est plus constante, elle varie 
à chaque instant de grandeur et de position par l'action perturbatrice des 
autres corps. Mais en projetant toutes ces aires variables sur un même plan 
fixe, et les multipliant par les masses respectives des corps, on trouve que 
la somme de ces projections est constante, et se conserve sans altération, 
comme dans le cas d'un seul mobile. 

On voit comment les géomètres, qui démontrent et qui généralisent, ont 
su s'élever rapidement au principe général des aires dans un système quel- 
conque, et, par conséquent, dans le système du monde : mais observez, en 
passant, que si ce principe n'eût pas été ainsi démontré et découvert à 
l'avance, le temps seul, et par cette même marche de l'esprit que j'ai indi* 
quée plus haut, aurait encore pu nous y conduire. Car, à la longue, et par 
des observations plus précises , on aurait reconnu que l'aire décrite par 
chaque planète n'est pas rigoureusement uniforme; et considérant alors les 
différentes aires relatives aux différentes planètes , pour en faire, ce qui 
était naturel, la combinaison la plus simple, comme celle de la somme de 
leurs projections sur un seul et même plan, on aurait retrouvé dans l'en- 
semble de ces aires projetées cette constance rigoureuse qui n'était plus 
dans chacune d'elles. 

m. 

Quoi qu'il en soit, le principe a lieu, comme on l'a dit, dans le mouve- 
ment d'un système de corps qui réagissent d'une manière quelconque les 
uns sur les autres; mais, pour la rigueur du théorème, il faut l'énoncer 
comme je l'ai fait au commencement, c'est-à-dire en considérant, non paç 
le produit de chaque masse par Taire que décrit le rayon vecteur mené 
au centre de ce corps , mais la somme des aires décrites par les rayons 
menés à toutes les molécules égales du système ; ce qui donne la vraie 
quantité, qui est rigoureusement constante dans tout le cours du mouve* 
menu 

16 
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Si les corps ne sont point attirés vers un point extérieur, et n'éproBTent 
que leur action ou attraction mutuelle, \e foyer des rayons vecteurs peut 
être pris partout où Ton voudra dans l'espace. Si, comme dans le systôme 
du monde, on fait abstraction du mouvement général qui emporte le sys- 
tème, pour ne considérer que les mouvements relatifs des corps, on doit 
placer naturellement le foyer dans leur commun centre de gravité, parce 
que ce point déterminé est en repos, et comme fixe, dans l'espace ndatif 
où s'exécutent les mouvements observés des différents corps. 

IV. 

maintenant, si Ton considère les divers plans de projections qu'on pour- 
rait mener par le même foyer, et sur lesquels la somme des aires proje- 
tées aurait en général des valeurs différentes, il est aisé de voir que, parini 
ces plans, il y en a une infinité où cette âomme est nulle; que Ions ces 
plans de projection nulle se coupent «uivant une seule et mèm^ droite 
déterminée ; que tous les plans possibles qui passent par cette droite jouis- 
sent de la même propriété, et sont les seuls qui eh jouissent. Le plan per- 
pendiculaire à cette droite est donc un plan distingué de tous les plans de 
Tespaee par cette propriété, que la somme des aires se trouve nulle sur tous 
les plans qui lui sont perpendiculaires. Quant aux plans qui lui sont égale- 
ment inclinés» la somme des aires y a une même valeur, et cette valeur eut 
proportionnelle au cosinus de Tinclinaison : d'où il résulte que, itir le plan 
unique et distinct dont il s'agit, cette somme est la plus grande poeeible, 
ou ce qu'on appelle un maximum. Or c'est ce plan du maximum des aires 
que Laplace a nommé le plan invariable. 

V. 

La considération de ce plan remarquable s'était déjà présentée aux géo- 
mètres dans la recberche analytique du mouvement de quelques systèiriés; 
et elle avait même été employée dans le problème de la rotation d'un corps 
solide qui tourne librement autour de son centre de gravité. En cherchant 
à simplifier le calcul, on était arrivé naturellement à ce plan de projection, 
comme à l'un des trois plans coordonnés qu'on devait choisir de préfé- 
rence, afin de rendre nulle la somme des aires sur les deux autres, et de 
faire ainsi disparaître deux int^rales ou constantes arbitraires^ Or il fuit 
(aire ici une remarque essentielle : «c'est que ce seul cas particulier de la 
détermination du plan invariable dans le mouvement d'un corps ou système 
solide en contient au fond toute la théorie; car, comme l'expresaîoif des 
aires décrites par les différents points d'un système ne dépend ni de la 
liaison, ni de l'attraction mutuelle de ces points, il est évident qne le inême 
calcul, ou la même transformation de coordonnées, qui détermine ce pUrn 
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dns un systène de points invariablement liés entre eux, le doniM» é^^ 
BèBt dans un systèoie de points liés entre eux d'une manière quelconque. 
Ainsi, Ton voit que la théorie du plan invariable se trouvait connue, parce 
qve, cette théorie étant indépendante de la nature du système, un senl 
«xemple qu'on en donne suffît pour la démontrer tout entière. Mais il est 
juste de dire que Laplace est le premier qui ait considéré et déterminé on 
plaa dans notre système planétaire, et qui lui ait donné un nom. 

VI. 

Ce grand géomètre a donc cherché la position que ce plan devait avoir, 
par rapport à l'écliptique, au commencement de l'année i75o, et même 
celle qu'il aura en 1960, d'après les variations calculées qu'auront subies 
à cette époque les excentricités, les inclinaisons et les nœuds des diifé- 
rMites orbites des corps célestes. £t, par les formules qu'il a données à ce 
sufet, ou la règle qu'il énonce au chapitre H du livre IV de son Ea:posUion 
du Système du Monde, il a trouvé que l'inclinaison du plan à l'écliptique 
était de I^7689 au commencement de 1760; et la longitude de son nœud 
ascendant, de 1 14*',3979 ; valeurs qu'il trouve devoir être à très peu près 
les mêmes en 1960, la longitude du nœud ayant seule varié de 45"^ C'est 
ce qu'on peut voir dans le chapitre XVII du livre IV de la Mécanique 
céieste. 

Mais, ayant eu l'occasion d'examiner cette analyse, j'ai remarqué qu'elle 
ne pouvait être exacte que dans l'hypothèse où les planètes seraient regar<- 
^dées comme autant de points massifs, dont chacun serait chargé de la 
masse entière de la planète et de ses satellites ; et qu'ainsi , pour déter- 
miner le plan invariable du maximum des aires, Laplace n'avait considéré 
que les aires dues aux seuls mouvements de révolution des planètes autour 
du Soleil. 

VU. 

Or, en appliquant nos principes à cette détermination, j'ai reconnu que 
la position du plan invariable dans le système du monde ne dépendait pas 
seulement des aires que décrivent les planètes en vertu de leurs révolu* 
tiens autour du Soleil, mais qu'elle dépendait encore d'autres aires, aux- 
quelles on n'avait point songé, savoir, de celles qui sont dues aux révolu- 
tions particulières des satellites autour de leurs planètes principales, et de 
celles qui naissent de la rotation de ces planètes et du Soleil lui-même sujr 
leurs propres axes. Il résulte, en etiet, de notre théorie des couples, que 
lé plan dont il s'agit n'est au fond que celui de l'aire qui proviendrait de 
la combinaison de toutes ces aires simultanées, si on les composait entre 
«Mes À la manière des simj^ forces appliquées sur un point; que le plan 
ée cette aire résultante est le seul dont on puisse afljrmer qu'il demeure 
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immobile dans le ciel, ou qu'il reste toujours parallèle à lui-même, quels 
que soient les changements que la suite des siècles puisse amener dans les 
mouvements, dans la figure et la position mutuelle des différents corps 
célestes. Que si l'on ne composait entre elles qu'une partie de ces aires 
simultanées, on ne pourrait plus dire que Taire partielle qui en résulte esl 
invariable de grandeur et de positioii dans Tespace : d'où il faut conclure, 
que le plan invariable déterminé par Laplace peut changer, et qu'ainsi i) 
n'est pas propre à faire reconnaître, dans la suite des temps, les change- 
ments réels qui peuvent survenir dans la position des orbes et des équa- 
teurs planétaires. 

vm. 

Pour remplir ce grand objet, et donner aux astronomes futurs le moyen 
de comparer avec précision les observations séparées par de longs inter- 
valles de temps, il faut donc recourir à ce nouveau plan que je propose, 
et qui forme en quelque sorte l'immuable équateur du système du monde. 
Or voici, d'après notre théorie des couples, l'expression la plus simple de 
la règle qui le détermine : 

« Considérez d'abord , pour chacun des corps célestes, l'aire résultante 
» de celles que décrivent toutes ses particules autour de son propre centre 
» de gravité, aire qui tombe sur le plan de l'équateur du corps, et qui a 
» pour mesure le produit de son moment d'inertie par sa vitesse angulaire 
» de rotation ; et regardez maintenant les centres de ces corps comme 
» autant de points où leurs masses respectives seraient concentrées. 

» Considérez ensuite, pour chaque groupe formé d'une planète et de ses 
» satellites, l'aire que chacun des corps y décrit dans son orbite autour 
» du centre de gravité de ce groupe, laquelle se trouvera en multipliant 
» la masse du corps par le carré du rayon vecteur et la vitesse angulaire 
» de révolution ; et réduisez maintenant ce groupe à son centre de gravité 
» comme à un seul point où toute la masse serait concentrée. 

» Considérez enfin les aires que les centres de ces groupes et ceux des 
» corps qui n'ont point de satellites décrivent dans leurs orbites autour du 
» commun centre de gravité de tout le système, et dont chacune se me- 
» surera de même en multipliant la masse par le carré du rayon vecteur 
» et la vitesse angulaire de révolution. 

» Si , par ce même centre de tout le système , vous menez dès lignes 
» perpendiculaires aux plans respectifs de toutes les aires que je viens de 
» considérer, et proportionnelles à leurs grandeurs, et que vous composiez 
» entre elles toutes ces lignes à la manière des forces, la ligne résultante 
» sera perpendiculaire au plan de l'équateur cherché, et sa longueur repré- 
» sentera la quantité de l'aire totale qui s'y décrit. 

» Sur quoi il faut observer que les lignes composantes dont il s'agit 
» doivent être tirées d'un même côté de l'écliptique, parce que, dans notie 
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» syslème, les différentes aires que ces lignes représentent, étant vu^ de 
9» ce même côté, se décrivent toutes dans le même sens. Ainsi, en suppo- 
» sant toutes ces lignes menées du côté boréal de Técliptique, la ligne 
» résultante prolongée de ce côté ira marquer dans le ciel le pôle boréal 
» de réquateur du système du monde. » 

Par cette règle générale (ou les formules qu'on en peut facilement dé- 
duire), si Pon suppose connus les masses et moments d'inertie des corps 
célestes, il est évident qu'à une époque quelconque, et par les distances «t 
les mouvements mêmes des corps célestes observés à cette épocpie, on 
pourra déterminer la position de cet équateur par rapport au plan mobile 
de quelque orbite planétaire, tel, par exemple, que le plan de notre éclip- 
4ique..Si donc on imagine que la recherche en soit faite à des époques 
différentes, et qu'on le trouve situé dans des positions différentes, comme 
on est sûr ^ue ce plan n'aura pas changé, on conclura le changement réel 
fiufvenu dans la position de l'écliptique et des différentes orbites qu'on y 
aurait rapportées. C'est ainsi que les observations des mouvements célestes 
peuvent être ramenées à des termes fixes, et dégagées de l'incertitude et 
de Terreur que les variations de l'écliptique et le mouvement propre de» 
étoiles auraient pu à la longue y introduire, 

IX. 

Quant à ces aires nouvelles qui doivent entrer dans la détermination de 
notre plan invariable , on pourrait dire que celles qui viennent des mour 
vements particuliers des satellites, et même de la rotation de quelques 
planètes, sont des quantités assez petites, et que le plan invariable, déter- 
miné en ne négligeant que ces petites quantités, différerait peu du véri- 
table. Mais il faut remarquer que l'aire due à la rotation du Soleil est une 
quantité considérable, et qui ne peut être omise dans aucun cas : car, en 
supposant d'abord le Soleil homogène, je trouve que cette aire vaut plus 
de 5o fois celle que la Terre décrit en vertu de son mouvement dans son 
oii)ite annuelle. Si, comme il est vraisemblable, la densité du Soleil n'est 
pas uniforme, mais qu'elle augmente de la surface «u centre, en raison de 
la profondeur, ou bien encore, suivant cette loi de densité que Laplace 
emploie pour la figure de la Terre, dans le tome V de sa Mécanique céleste, 
et qui Tait la densité proportionnelle à la racine carrée de la pression, je 
trouve que l'aire décrite a encore les deux tiers de la valeur précédente. Et 
dans l'hypothèse même où la densité irait en croissant, depuis la surface, où 
elle serait nulle, jusqu'au centre, où elle deviendrait infinie, comme ferait 
l'ordonnée d'une hyperbole équilatère qui s'avancerait parallèlement à elle- 
même pour se confondre avec l'asymptote, je trouve que l'aire dont il s'agit 
vaudrait encore la moitié de celle qui a lieu dans le cas de l'homogénéité. 
Pe sorte que, dans cette hypothèse qui paraît extrême, le plan invariable 
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de Laplaoe, déterminé sans tenir comple de cette qMaAlité, diffère autant 
dci v^tablc que gi Ton eût oublié dans le calcul au moins a5 globes tek 
que le nôtre, qui auraient circulé comme lui, à la même distmee du So- 
Idl, «t dans un plan indiné d'environ 7^ au plan de notre édiptique. Cette 
omission altère donc d'une manière très-sensible la position du plan mva^ 
riable : car il est aisé de voir qu'elle change de plusieurs minutes son in- 
cHnaison à Tédiptique, et de plusieurs degrés la longitude de son nceud 
ascendant. Ainsi, il paraît aussi nécessaire pour TapplicatioB que pour la 
théorie d'avoir au moins égard, dans le système du monde, à cette partie 
des aires qui vient de la rotation c^mmie du Soleil. 

X. 

n peut paraître surprenant que Laplace, qui le prunier a eu l'idée de 
cherdier) dans le système du monde, la position d'un plan invariabte dé* 
terminé par la condition que la somme des aires projetées y soit un irtori- 
mum, n'ait considéré dans son analyse qœ les aires décrites par les pla» 
nètes en vertu de leurs mouvements de révolution autour du Soleil , et 
qu'il ait oublié, non-rseulement les aires dues aux révolutions particulières 
des satellites, mais encore celles qui naissent de la rotation de ces planètes 
et du Soleil lui-même sur leurs propres axes. Et si l'on est surpris que cette 
omission singulière ait pu avoir lieu , on ne l'est pas moins qu'elle ait 
échappé jusqu'ici à ceux qui ont pu étudier ce point capital de la Méca-* 
nique céleste. Par le peu que j'ai dit, on voit bien ce qui doit manquer 
anx formides de Laplace : le défaut est sensible; mais ce que je dkerohe 
ici est la cause naturelle qui y a fait tomber. 

Or, avec un peu de réflexion, il n'est pas difficile de remonter à la source 
de cette erreur, et de la trouver dans cette théorie même qu'on avait autres 
fois des aires ou des moments : théorie impar&ite où l'on ne savait pas 
d'une manière précise ce que ces quantités représentent, je ne dis pas dans 
le calcul, mais dans la science des forces considérée en elle-même. £t en* 
effet, pour Laplaoe comme pour les anciens auteurs, les moments ou tes 
aires ne a(»it que de simples quantités numériques ou géométriques , de 
pures expressions d'analyse, qui se présentent dans les équations de l'équi" 
lîbreou du mouvement des systèmes, et auxqudles on aurait simplement 
donné un nom poiur abrégei* le discours. Sous ce point de vue géomé^ 
trique, le plan invariable que l'auteur jconsidère n'est donc qu'un certain 
plan choisi entre les autres par la condition que la projection des aires 
y soit la plus grande; ou plutôt, c'est l'un des trois plans coordonnésit 
choisi de manière que la projection des aires soit nulle sur les deux autree; 
ce qui est qne pure transformation de coordonnées, qui paraît propre à 
simplifier le calcul , en fiusant disparaître , comme en Ta dit , deux con- 
stantes arbitraires. Or on ne voit là que des quantilés i^NStraitss, d0«ig|<i 
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\Am formules d'analyse, sans aucune idée de la nature propre des gran- 
éturs dont U s'agit dans la science de l'équilibre ou du mouvement des 
•yfttàmas. Et, comme l'idée de considérer les aires dans le système du 
monde vient de cette fameuse loi de Kepler, qui n'est relative qu'aux sec- 
leurs décrits par Les rayons vecteurs des planètes dans leur mouvement 
elliptique autour du Soleil, il est assez naturel que Laplace ne songe qu'à 
ces mêmes aires dues aux révolutions des planètes, et que, dans la théorie 
de son plan invariable, il oublie toutes les autres. H semble d'aiHeurs quef 
ces autres aires, produites par les. mouvements particuliers des satellites 
et par la rotation des planètes sur elles-mêmes, n'étant point tracées, 
comme les premières, autour d'un même centre, mais se décrivant à part 
autour de divers centres particuliers, elles sont en quelque sorte des aires 
indépendantes , et qu'elles ne doivent point entrer dans la combinaison 
dont il s'agit. Ainsi, en supposant même que la considération de ces quan- 
tités se fût présentée un moment à l'esprit, on voii qu'elle aurait pu être 
écariée comme une idée étrangère, et sans qu'on en fit aucune mention. 
C'est ce qui explique naturellement Tomission ou l'erreur dont je parle; et 
qui a pu si lacilement échapper dans l'ancienne théorie. Nais , dans «os 
principes, cette omission est impossible : car, pour nous, les aires ne sont 
point des surfaces qu'on projette sur tel ou tel plan, mais de véritables 
forces de roitalion ou des couples qui s'exercent dans le système ; et il ne 
8'agi|; pas ici de simplifier un calcul ou de chercher un plan sur lequel la 
projection des aires soit un maximum, mais bien de composer ^tre eux 
ces couples qui agissent , et de déterminer la grandeur et la position du 
couple unique qui en résulte : couple remarquable, dont on démontre que 
le plan et la grandeur se conservent les mêmes dans tout le cours du 
mouvement, malgré les changements qui arrivent aux grandeurs et aux 
inclinaisons mutuelles 4es différents couples qui le composent. Par cette 
notion dynamique des aires, il suffit donc de jeter les yeux sur le système 
du monde pour voir que l'aire maximum, ou, pour mieux dire, que l'aire 
résultante doit être composée non-seulement de ceHes qui viennent du 
mouvement des planètes dans leurs orbites, mais encore de celles qui 
«^iiasept;dfis qm^uveme^^s particMUers de^ satellites et de la irQtation de 
(ÇM9 ç^s corps sur leurs propres axes : car, Jt)ien que ces wk» soi«»ut cjié- 
entes autour de différents centres, comme elles ne sont qu'une ei;pre^io«^ 
g^çf^étrjqui^ ^s .Qoupleç qui les produisent, il est évident qu'elles doivent 
être toutes rapportées à un seul et même foyer, et se çoroposier ensemble 
comme si leurs plans y étaient tous transportés parallèlement à eux- 



Aioerii, la oamctosition des couples, qui a. étendu et simplifié toute la doc- 
trjpie des aires, aura servi encore à nous faire découvrir une erreur qui 
pouvait rester longtemps cachée dans une application de la Mécanique à 
l'un des plus g,rands objets du système du monde. Cet exemple npus fait 
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sentir toute Timportance qu'on doit attacher aux notions primitives et aux 
vrais principes des choses; car le calcul n'est qu'un instrument, qui ne 
produit rien par lui-même, et qui ne rend en quelque sorte que les idées 
qu'on lui confie. Si nous n'avons que des notions imparfaites, ou si l'es- 
prit ne regarde la question que d'un point de vue borné, ni l'analyse ni 
le calcul ne lui apporteront plus de lumière, et ne donneront à nos résnl- 
tats plus de justesse ou plus d'étendue : au contraire, on peut dire que cet 
art de réaliser en quelque sorte par le calcul de fausses ou de vagues con- 
ceptions n'est propre qu'à rendre l'erreur plus durable, en lui donnant, 
pour ainsi dire, une sorte de consistance. 

XI. 

Au reste, si l'on veut voir, par le calcul même, le défaut des formules 
de Laplace, il n'y a qu*à considérer les trois équations qu'il emploie, et 
d'où il part comme d'une expression exacte de la conservation des aires 
sûr les trois plans rectangles des axes coordonnés. 

En plaçant l'origine ou le foyer des rayons vecteurs au commun centre 
de gravité de tous les corps m, m\ m% etc., qui composent le système 
proposé, et nommant x^ j, z les trois coordonnées du centre du corps m\ 
x\ y\ z' celles du centre de m'y etc. ; et employant, pour abréger, le signe 
2 pour indiquer la somme de tous les termes semblables à celui qu'on 
écrit à la suite de ce signe, les trois équations dont il s'agit sont représen^ 
tées simplement par 

(dy dx\ 
x^ — / — - I = c = constante^ 

(dx dz\ 

z-^— a:^i=c= constante y 

l dz dr\ 

Im IJj *T')~ constante. 

Or je dis que ces formules ne sont vraies qu'autant que les corps dit 
système y sont réellemœt des points dont les masses respectives seraient 
m, m\ m'y etc. 

Que si m, par exemple, est un corps de dimension finie, le terme 

"* ( ^ ^ "" «^ 3" ) ' ^"^ ®'y rapporte dans la première équation, n'exprime 

pas la projection, sur le plan des xy, de l'aire décrite autour de l'origine 
par le mouvement de ce corps m. Et, en effet, il est évident que xïette aire 
est la somme de toutes celles qui sont dues au mouvement de toutes les 
particules du corps. Or, nommant X et Y les coordonnées de la particule 
dm par rapport aux mêmes axes, il est clair que 1^ somme dont il s'agit 
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/* / /lie /i Y\ 

est rintégrale / (X--i ^~7r) ^^ ^^i^^^^ ^ ^^ masse entière du 

corp6. m; et Ton va voir que cette intégrale n*est pas exprimée, comme on 

le suppose, par le terme ^[^-i ""^^)' 

Soient, en effet, Ç et )i les deux coordonnées de la particule dm^ paraU 
lèles aux x et /, mais rapportées au centre de gravité du corps m , de 
sorte' que Ton ait 

et 

dt ~ dt'\ dt' dt ~ dt'^ dt* 
Si l'on substitue ces valeurs dans l'intégrale précédente 

et si Ton observe que, l'origine des S et >] étant au centre de gravité de m, 
on a 

/|i//w = o, fmdm=:Oj j •-pdm = o^ j ^rf/w = o, 

/* /' //Y rlW 

on trouvera que l'int^rale ; (^-^ — Y-^) rf/w a pour valeur la 
somme des deux termes 



m 



{4-^Èym-'§y- 



de sorte que la valeur de Taire décrite diffère précisément de la valeur 

qu'on emploie, de l'intégrale / { 5 ^ — " ;5r ) ^'^ > Q^^ exprime Taire 

due à la rotation de m sur son propre centre; quantité qui doit être ajoutée 

à Taire ^ {^"^ '^X'jip s^'a rotation du corps a lieu dans le même 

sens que son mouvement de révolution , et qui doit en être retranchée 
dans le. cas contraire. 

Les véritables équations qui expriment la conservation des aires dans lo 
«ystème sont donc, en nommant i la troisième coordonnée de dm relative 
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au centre de w, 

D'où Ton voit que, dans cette théorie des aires appliquée au système du 
monde, lorsqu'on réduisait les planètes et le Soleil lui-même à des points 
massifs placés dans leurs centres de gravité, on supprimait, sans s'en aper- 
cevoir, toute cette partie des aires qui naissent de leurs mouvements de 
rotation sur eux-mêmes. L'erreur est toute semblable à celle qui nous ferait 
prendre pour le moment d'inertie d'un corps relatif à un certain axe exté- 
rieur le produit de la mas^e de ce corps par le carré de la distance de sqb 
centre de gravité à l'axe que l'on considère ; tandis que la vraie valeur de 
ce moment d'inertie est égale au produit précédent, augmenté du moment 
d'inertie du corps par rapport à l'axé parallèle qyi passe en son centre de 
gravité. 

Mais, indépendaipment de ces aires dues aux rotations du Soleil et 4^ 
planètes, on avait encore oublié celles qui naissent des mouvements par- 
ticuliers des satellites : car, pour en tenir compte, il ne suffît pas, comme 
on peut le croire, de prendre pour la valeur de m la masse de la pianète 
réunie à celle de ses satellites; il faut encore ajouter les termes qui ex- 
priment les aires dues aux révolutions particulières de cette planète et de 
ses satellites autour de leur commun centre de gravité; et il faudrait J9ktai9 
ajouter les petites aires qui sont dues aux rotations des satellites sur eux- 
mêmes, si l'on voulait être dans toute la rigueur des choses. 

xn. 

Les formules employées par Laplace ne peuvent donc (même en faisant 
abstraction des satellites) exprimer exactement les aires décrite^ que dans 
le cas où les corps m , /ti', m"^ etc., seraient privés de toute rotation %\ff 
eux-mêmes, ou bien encore seraient de^ pbints massifs ( et dont'il faudrait 
mteie supposer que la rotation n'est pas in&ûe ) ; car il n'y a <pie l'use m 
l'autre de ces hypothèses qui puisse faire dispai-aitre les termes qu'il ^ ou- 
bliés dans son analyse. Ces formules ne donnent donc point, et ne donne- 
ront jamais les valeurs des aires décrites dans lesystème des corps céleslas, 
car tous ces corps sont de dimension finie, et ils tournent actueUeratet 
sur leurs aibes;* et quand hiien même il arriverait, par quelque cause que 
ce fût, que chacun d'eux se condensât, et se iMuisît en quelque sorie à 
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son centre de gravité, les aires actuelles dues à leurs mouveHients de pota- 
tion ne s'évanouiraieint point. Par le principe môme des airas, à mesure 
que chaque corps se condenserait, il serait, pour ainsi dire, forcé de tour- 
ner plus vite, et de manière que l'aire due à sa rotation fût tocyours con- 
servée : d'où Ton voit que les expressions qui forment les premiers 
■embres des équations de Laplace n'en senaient pas moins incomplètes 
qu'auparavant, et qu'ainsi ces équations ne peuvent jamais donner le plan 
du maximum des aires, le seul qui soit rigoureusement invariable. 

xra. 

A la vérité, si chaque corps étmt infiniment petit, et que, par conséquent, 
les dittanoes de ses différentes molécules à un centre extérieur d'aitraedon 
pvaaeni éCre regardées comme égales entre elles, on pourrait dire que la 
roUitiDn de ce corps sur lui-môme ne serait point altérée par Tattraction 
d« «aires» Et il en serait de môme si chaque corps, au lieu d'être un point 
IBDaflsif, était un globe parfait de dimension finie , formé de couches eon- 
oentiiques dont chacune serait d'une densité uniforme dans toute son éten- 
àmb\ car, pour chacun de ces globes, les attractions des autres se rédui- 
tant toujours à une force simple qui passerait par le centre de ce giobe, 
i aet évident que son mouvement de rotation n'en serait pas plus troublé 
qw dans le cas précédent. Dans' l'une ou l'autre de ces deux suppositions, 
on pourrait donc dire que la projection des aires dues aux rotations des 
eerfs serait à part une quantité constante sur chacun des plans coordon- 
nés; que, fkar conséquent, les projections des aires dues aux seuls mouve- 
ments de révolution seraient aussi à part des quantités constantes sur les 
nômes plans, et qu'ainsi le plan déterminé par les équations de Laplace, 
8^1 n'est plus, comme je l'ai fait voir, le plan du maximum des aires, est 
du moins un certain plan qui demeure invariable de position, malgré l'ac- 
iiea mutuelle des différents corps du système. 

XIV. 

Quoique les deux hypothèses précédentes n'aient point lieu dans la na- 
ture, et qu'on puisse se dispenser de les examiner, il n'est peut-être pas 
inutile de montrer ici tout ce qu'elles ont de faux en elles-mômes et de 
coutcaire à la question de plûlosophie naturelle dont il s'agit. 

Et d'abord on pourrait remarquer que si chacun des corps célestes était 
un ^obe parfait, tel que je viens de le dire, il serait fort inutile de faine 
un long calcul (et dépendant même de données assex mal connues), pour 
trouver un plan qui fût invariable dans le système du monde : car il suf- 
firait de prendre conmw tel le plan de l'iquateur de l'un de ces globes, et, 
pnr exemple, celui <ki -801011, ou, ce qui serait encore plus simple et plus 



252 ÉQUATEtn 

facile, celui de la Terre que nous habitons. Il est clair que cet équateur 
resterait toujours parallèle à lui-même dans l'espace, et qu'on y pourrait 
rapporter avec précision les plans des différentes orbites des corps célestes. 
Cette supposition, comme on voit, ne convient guère à notre système, 
puisque le seul aplatisseniént très-petit de notre globe vers ses deux pôles 
suffît déjà pour déranger à chaque instant notre équateur, comme on le 
reconnaît dans le ciel par le phénomène sensible de la précession des 
équinoxeSp 

Mais, pour en venir à cette hypothèse imaginaire où les planètes seraient 
des globes parfaits, je dis que, même dans ce cas, il ne serait pas permis 
de proposer comme un 'plan qui doit rester invariable dans toute la suite 
des siècles, ni l'un des équateurs de ces globes, ni le plan déterminé par les 
formules de Laplace, où l'on ne tient pas compte des aires dues aux rota- 
jtions des corps du système. Et en effet, pour affirmer qu'un tel plan de- 
meurera invariable, il faudrait être assuré que la figure des corps ne sera 
point changée, soit par quelque rencontre ou choc mutuel qui poomit 
survenir entre eux, soit par quelque force intérieure qui viendrait à s'y 
développer, ou même par quelque explosion subite qui ferait éclater le 
corps en plusieurs fragments, comme M. Olbers, et après lui quelques géo- 
mètres, conjecturent que cela est déjà arrivé à l'une des anciennes planètes 
de notre système, laquelle, en se brisant, aurait produit les quatre planètes 
nouvelles qu'on a nommées PaUas, Junohy Cérès et Festa. Or, la figure 
du corps étant ainsi changée, soit par une de ces causes, soit par tout autre 
qui nous est inconnue, l'aire due à la rotation de ce corps sur lui-mène 
commencerait d'être altérée par l'action des autres, et cesserait d'être i 
part une quantité constante* Les aire? dues aux mouvements de révohi- 
tion cesseraient donc aussi d'être constantes, et ni l'équateur du corpal ni 
le plan dont j'ai parlé ne seraient plus invariables de position dans l'es- 
pace. Ainsi, Ton voit que tous ces plans viendraient à changer, tandis que 
le nôtre resterait le même, 0t que la grandeur de l'aire qui y tombe n'au* 
rait pu éprouver la moindre altération par aucune de ces causes qui au- 
raient troublé toutes les aires individuelles qui la composent. 

XV. 

Tel est donc, pour un système libre de toute action étrangère, le pi» 
unique dont l'invariabilité puisse être assurée dans toute la suite des siè- 
cles. Ce grand équateur seul, et Taire qui s'y projette, ne dépendent ni de 
la liaison mutuelle des corps, ni de la loi de leur attraction, qui pourraient 
même changer arbitrairement, soit par degrés insensibles, soit d'une ma^ 
nière brusque, comme on voudra le supposer. Ainsi , dans notre système 
planétaire, on pourrait imaginer que la loi d'attraction devint tout autre, 
ou que la gravité même vint à cesser, ou que la figure des corps f(kt all^ 
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rée par des forces quelconques, ou même par les mouvements volontaire» 
deB ôtres animés qui les habitent ; on pourrait supposer que les planètes, 
qui aujourd'hui nagent librement dans l'espace, vinssent tout à coup à se 
lier ensemble d'une manière quelconque, et, par exemple, de manière à 
former un système entièrement solide, etc.; et, malgré tous ces change" 
ments, le plan invariable des aires se retrouverait exactement dans la 
position qu'il occupe aujourd'hui, et qu'il a toujours occupée depuis l'ori- 
gine des choses : propriété remarquable qui caractérise ce plan, et qui 
n'appartient à nul autre déterminé sans tenir compte de toutes les aires 
actuellement décrites dans le système. 

XVI. 

On trouvera peut-être que j'insiste sur des vérités claires; mais la ques- 
tion mérite d'être développée: et d'ailleurs, par quelques difficultés qui 
ont été faites à ce sujet, j'ai pu croire que notre théorie n'avait pas été 
bien comprise. J'ai donc voulu montrer avec évidence que, dans notre sys- 
tème, il n'y a qu'un seul plan invariable, comme il n'y a qu'un seul point 
qui soit le centre de gravité, et une seule droite qui en marque la route 
dans l'espace ; que la forme des mobiles, la loi particulière de l'attraction 
réciproque au carré des distances , n'entrent absolument pour rien dans 
cette théorie, et que, par conséquent, elle ne peut être modifiée par au- 
donè raison qu'on voudrait tirer de ces circonstances étrangères; que 
d'ailleurs ce plan invariable ne saurait être déterminé avec trop de préci-^ 
sien, et qu'il doit l'être, autant que possible, indépendamment de toute 
aatre théorie, puisque, par l'hypothèse même, il est destiné à faire recon- 
naître les plus petits changements qui peuvent survenir dans le système, 
et à rectifier ou confirmer nos autres calculs sur les variations des mou- 
vements célestes. 

XVU. 
DÉTERMINATION de Véquateur dont il s'agit. 

Quant i la détermination effective de ce plan , elle suppose à la vérité 
que l'on connaisse, outre la proportion des masses des différents corps cé- 
lestes, les valeurs de leurs moments d'inertie par rapport à leurs axes de 
rotation. Les masses nous sont déjà à peu près connues; mais les moments 
d'inertie ne le sont point, parce qu'ils dépendent de. la loi de densité de 
ces corps , c'est-à-dire de la loi suivant laquelle la matière, de la surface 
au centre, est répandue dans chacun d'eux. Or c'est ce que nous ignorons 
entièrement, et c'est ce que le temps seul peut nous apprendre, comme je 
le montrerai tout à l'heure par la comparaison même que l'on pourra faire 
de la théorie avec les observations. Mais, quand bien même on n'aurait pu 
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s'étorer jamais à la coonansafloe précise de ces étéments nécesaaires cki 
calcul, j'observe qu'il n'en conyenait pas moins aux géomètres de présen- 
ter d'abord une théorie exacte, et de lui donner toute cette rigoeor qaà lait 
le cai^ctère propre des vérités mathématiques. C'était un premier otasel 
'qu'il fallait remplir pour l'exactitude et la perfection de la science. Mais 
je dis plus : c'est qu'il convient aussi aux astronomes d'en commencer dès 
aujourd'hui l'application au système du monde, en employant les meil- 
leures données que nous ayons sur les masses des corps célestes, et lei 
valeurs les plus vraisemblables que nous puissions attribuer aux aires qé 
naissent de leur rotation sur eux-mêmes. £t, en effet, ce premic»' résaltat 
du calcul et ceux que les astronomes à venir trouveront dans leur temps 
par des calculs semblables, étant comparés les uns aux autres, pourront 
servir à corriger de siècle en siècle les valeurs approchées de ces éléments 
qu'en n'avait pu d'abord mesurer avec précision. En observant la position 
du plan invariable par rapport aux étoiles, on cherchera si, parmi les ohan* 
gements survenus, les uns pouvant être attribués aux mouvements propres 
de quelques étoiles, les autres ne pourraient pas s'expliquer par le seul 
déplacement du plan que Ton considère; et alors on essayera de rectifier 
de la manière la plus probable les valeurs employées dans la première 
détermination. 

xvni. 

Quoique cette méthode soit conforme à celle des astronomes, et paraiiw 
ici la seule qui puisse nous conduire, il faut avouer pourtant que, dans cette 
application de in théorie, l'esprit ne se trouve pas complètement satisâiit. 
On voudrait, s'il est possible, une approximation directe et sûre, qui fKkt 
oxènfipte d'incertitude et de tâtonnement. La difficulté paraît grande : enr, 
ne connaissant autour de nous rien de fixe dans l'espace, et ne pouvant 
ainsi nous assurer des mouvements réels des corps, il ne nous resie qa'i 
essayer de les démêler dans les apparences, afin de rectifier successivement 
nos premières suppositions. 

Mais, en y réfléchissant davantage, j'ai trouvé que la théorie même nous 
offrait une voie directe pour aller au but ; et voici une conséquence nou- 
velle qui prouve qu'avec des observations très-précises , on peut parvenir 
un jour à la connaissance des masses et des momemts d'inertie des corps 
célestes, et, par conséquent, à la détermination du plan invariable, sans rien 
emprunter d'ailleurs, je veux dire sans supposer aucune autre théorie ai 
aucune notion préalable des valeurs approchées de ces éléments ({ai noos 
È6nl inconnus. 

Imaginez, en effet, que l'on forme à une époque quelconque Fex p rs fcsi en 
analytique de la grandeur de l'aire résultant», ai y mettant les vi^earB 
des lignes, des angles et des vitesses que peut donner l'obeervatioii à cette 
époque, et en y laissant comme autant d'indéterminées ou d*ineomHiai tel 
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mafis^ ei les moments d'inertie des différents corps du système. Si Vous 
sqpposez qu'on répète cette opération à autant d'époqc^ différentes qu'il 
y a d'inconnues à découvrir, vous aurez autant d'expressions différentes 
de cette aire, qui se compose de toutes les aires décrites dans le système; 
et comme cette résultante est toujours la même, tous pourrez égakt vos 
eoLpressions deuk à deux , et former ainsi autant d'équations qn*il y a 
d'inconnues dans la question que l'on considère. Vous pourrez donii alon 
déterminer ces inconnues, et de là conclure la position du plan invariable, 
non-seulement à cette époque, mais encx)re à toutes les époques anté- 
rieures où les observations auront été faites, Ainsi, la théorie se suffit, 
pour ainsi dire, à elle-même, et elle n'a besoin, pour être appliquée, que 
des données immédiates de l'observation. On peut donc , par les seuls mou- 
vements des corps célestes, observés à différentes époques éloignées, s'é- 
lever à la connaissance de leurs masses et de leurs moments d'inertie, et 
cela indépendamment de toute notion sur ces valeurs approchées, sut la 
nature des orbites que les corps décrivent, et même sur la loi d'attraction 
qui- existe entre eux. 

XIX. 

Voilà sans doute un des résultats les plus remarquables des principes 
généraux de la Mécanique. De ce lieu de l'espace où nous sommes confi- 
nés, nous ne pouvons mesurer que des lignes et des angles, et compter le 
lemps qui s^écoule ; mais il parait comme impossible de mesurer les masses 
iei les moments d'inertie de différents corps dont nous ne pouvons appro- 
dhër, parce que ces quantités ne dépendent pas des seules dimensions 
Visibles de la figure, mais de la matière dont les corps sont formés, ou de 
la loi de leur densité, qui nous est entièrement inconnue. Cependant, s'il 
arrive que ces corps s'attirent suivant une loi quelconque, connue ou in- 
éoimne, qui soit constante ou même variable avec le temps, nous voyons 
m qu'il suffira d'observer les distances et les mouvements de ces corps 
pour découvrir la proportion qui règne entre leurs masses, et même entre 
leurs moments d'inertie ; car les observations, étant faites à autant d'é- 
poques différentes qu'il y a d'inconnues> fourniront toutes les équations 
nééelMaires pour les déterminer. 

XX. 

Dans le système du monde, en regardant une planète comme très-petite 
pair' f«pport au Soleil, et un satellite comme très-petit par rapport à sa 
planète, et supposant d*ailleurs que chaque corps n'obéisse qu'à la force 
principale qui l'attire, on a reconnu de bonne heure par les vitesses des 
corps comparées à leurs distances au centre de leurs révolutions, que l'at- 
traction est en raison inverse du carré de la distance ; et de là on a tiré 
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la proportion des masses du Soleil et des planètes principales qui ont des 
satellites. Mais cette détermination, quelque ingénieuse et admirable qu'elle 
nous paraisse et qu'elle soit en effet , ne me semble pas tirée des vrais 
principes de la science, je veux dire ici des seuls principes généraux qui 
pourraient également la donner dans toute autre loi d'attraction. Elle est 
fondée sur la supposition que la masse de chaque corps peut être négligée 
par rapport à celle du corps principal qui Tattire, et sur la connaissance 
d'une loi suivant laquelle l'attraction de ce corps s'exerce à différentes 
distances. Or je trouve ici que la proportion des masses peut se déterminer 
par la seule observation des distances et des vitesses des corps, sans au- 
cune idée de leurs grandeurs approchées, ni de la loi suivant laquelle ils 
s'attirent. H suffît qu'ils s'attirent, et que, par cette action égale et con- 
traire, ils troublent mutuellement les aires qu'ils décrivent autour de leur 
commun centre de gravité. Par cette perturbation même, les aires indivi- 
duelles et les plans de ces aires sont changés avec le temps ; et comme il 
y a une quantité qui ne change point, quand bien même la liaison et l'at- 
traction des corps varieraient d'une manière quelconque, il s'ensuit qu'OB 
peut former avec le temps assez d'équations pour déterminer les niasKS 
respectives de tous ces corps sans rien emprunter à la théorie de la gra- 
vitation universelle. 

Ce n'est pas qu'on ne doive à Kepler et à Newton la même admiratioa 
et la même reconnaissance pour la découverte d'un rapport ou d'une loi 
qui nous apprend , dès aujourd'hui , la proportion de certaines quantités 
que le seul principe général des aires n'aurait pu nous donner que dans 
un avenir très-éloigné. Mais je ne m'occupe ici que de la science consi- 
dérée en elle-même, dans ce qu'elle a de plus général et de plus parfidt 
Et d'ailleurs ces principes généraux nous seraient toujours nécessaires : 
car, pour les valeurs des moments d'inertie des corps célestes, il me semble 
que la loi connue de l'attraction ne peut rien nous apprendre, et je ne vois 
pas qu'on les puisse découvrir autrement que par ces principes et des 
observations très-exactes faites à de très-longs intervalles. Ces quantités, 
et la position précise de l'équateur de notre système, ne peuvent donc être 
déterminées de bien longtemps. Que si pourtant on voulait se bornera la 
considération du Soleil, dont la rotation inûue beaucoup plus que celle des 
autres planètes sur la grandeur de l'aire résultante, il faudrait un temps 
moins considérable; car il suffirait de former les expressions de cette aire 
à deux époques différentes , et de les égaler, ce qui pourrait donner le 
moment d'inertie de ce grand corps par rapport à son axe de rotation, en 
supposant toutefois des observations aussi précises et aussi répétées que 
l'exige une recherche aussi délicate. 
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XXL 

Mais, pour achever le développement de cette grande théorie, imagl* 
irions qu*avec le temps la^grandeur et le plan de Taire résultante aient été 
déterminés dans noire système pianétaire, «it voyons oe qu'au delà de cet 
avenir les observations et le calcul pourraient encore nous apprendre. U 
«8t évident que si l'on continuait de former des équations semblables aux 
précédentes, pour de nouilles époques ultérieures, ces équations devraient 
«"feiecorder à donner la même valeur pour la grandeur de Taire résultante. 
Si cet accord a Heu, on conclura qu'on a le véritable équateur du système 
soiaire, au moyen duquel on reconnaîtra les changements réels survenus 
dans la position mutuelle des orbites des corps célestes. Mais si les équa- 
tions viennent à présenter des valeurs différentes, il faudra conclure qu'il 
y a dafls le système quelque action étrangère qui vient, ou des comètes, 
tMl des étoiles, ou de quelque corps invisible et ignoré dont on n'a pas tenu 
compte, et qu'ainsi le couple qu'on a calculé n'est pas le couple résultant 
de tous ceux qui animent l'ensemble des corps que Ton considère^ 

Ainsi, la théorie et l'observation continueront d'ajouter à nos connais* 
sances. On verra si cette action des corps étrangers sur le système des 
planètes et du Soleil peut être ou non regardée comme insensible; si le 
grand équateur de ce système demeure toujours parallèle à lui-même dans 
^espace, ou bien si cet équateur change aussi à la longue, comme celui 
de notre globe, et si ses nœuds, par un mouvement bien plus insensible 
encore, rétrogradent de même sur le grand orbe que le Soleil peut décrire 
autour de quelque centre éloigné* C'est probablement ce qui arrive, car il 
fierait hors de toute vraisemblance que les étoiles n'eussent aucune action 
sur le Soleil et les planètes qui l'accompagnent; et de cette action inégale 
«ir les différents points du système doit résulter à chaque instant un 
couple infiniment petit qui altère insensiblement la position du couple 
actuel qui anime ce système. 

xxn. 

Â.insi, notre plan invariable lui-môme avec le temps pourra changer. 
Dans nos théorèmes mathématiques, tout est rigoureux. La conservation 
du mouvement du centre de gravité et celle des aires ont lieu sans la 
jnoindre altération, parce qu'on y suppose un système parfaitement libre, 
c'est-Â-dire tel qu'il serait s'il existait seul dans l'espace^ Mais, dans la na- 
ture, OH ne peut plus faire cette supposition , puisque au delà de notre 
système solaire nous découvrons tant d'autres corps qui peuvent agir sur 
lui. Ne perdons jamais de vue que ces idées de constance et d^uniformité 
qui plaisent tant k l'esprit dans Tétude de la nature n*ont, au fond, rien 

>7 



a58 . Equateur' 

d*absolu ; elles ne conviennent qu'à ce peu d'étendue et de durée qui nous 
est accordé dans le temps et dans l'espace. Il en est du développement de 
ces grands phénomènes comme d'une courbe immense dont nous ne ver- 
rions qu'un arc d'une petite longueur, et que nous prendrions pour une 
ligne droite dans tout le. reste de son cours. Pour arriver à la constante 
absolue, il faudrait remonter à tout l'ensemble des corps de^ cet univers, 
de manière qu'il ne restât plus rien d'extérieur à considérer. C'est alufs 
qu'on pourrait dire de cet ensemble, que le mouvement du centre de gravité 
est rigoureusement uniforme et rectiligne, et que la résultante générale de 
toutes les aires décrites est inaltérable de grandeur et de position dans 
l'espace absolu. Biais alors, comme il n'y aurait plus aucune raison pour 
que ce centre f(it porté d'un côté plutôt que de tout autre, ni que Yen- 
semble des corps tournât dans un certain sens plutôt que dans le seos 
contraire, il faudrait conclure que le commun centre de gravité est par- 
faitement en repos, et que la résultante générale de& aires est entièrement 
nulle. Ainsi, Ton trouverait que toutes les forces et tous les couples de l'uni- 
vers se balancent : je veux dire que si tous les corps qui existent venaieDt 
à se lier entre eux de manière à former un système invariable de figuro, 
ce grand tout deviendrait parfaitement immobile dans l'espace absolu. 

xxm. 

Mais ces dernières considérations, qui sont si loin de notre portée, ne 
pourraient même, comme on le voit, nous conduire à rien qui Mt à notre 
usage ; car, de ce dernier centre où l'on se placerait un moment par la 
pensée, on ne verrait plus d'aires décrites dans un sens qui ne fussent 
détruites, et pour ainsi dine effacées par d'autres aires décrites en sens 
contraire : de sorte que la considération de toutes les aires du système 
ne pourrait pUis donner lieu à la détermination d'aucun plan. Ainsi, les 
vérités qu'on veut rendre absolues, à force d'abstraire ou de généraliser, 
s'évanouissent en quelque sorte, ou deviennent coipme des axiomes qui 
n'apprennent plus rien. Dans toutes nos lois les plus générales, il n'y a 
que celles qui conservent encore quelque chose de relatif qui puissent 
nous instruire, et partant nous intéresser. Pour nous, l'attraction des 
étoiles, même les plus voisines, jusqu'ici paraît insensible, et Taltératioii 
qu'elle pourrait causer dans la position de l'équateur de notre système ne 
sera, je crois, de longtemps aperçue. Il faut donc nous en tenir à la con- 
sidération de cet équateur, essayer de le déterminer, reconnaître , s'il est 
possible» ses variations, afin d'acquérir quelque idée nouvelle sur la con- 
stitution de notre système , et sur les changements qu'il peut éprouver 
par l'action des comètes et des étoiles, ou d'autres corps inconnus de cet 
univers; 
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Addition au Mémoire qui précède. 

En regardant le Soleil, les planètes et leurs satellites comme un sys- 
tème libre de toute action étrangère, il est démontré que le nouveau plan 
des aires que je propose sous le nom d'éguateur du système du mondé 
est le seul qui soit rigoureusement invariable, c'est-à-dire qui reste ton- 
jours parallèle à lui-même dans l'espace. 

Il est certain que cet équateur n'est pas le même que le plan nommé 
inpariable par Laplace; qu'il y a une différence de plusieurs minutes entre 
leurs inclinaisons au plan de l'écliptique , et une différence de plusieurs 
degrés entre les longitudes de leurs nœuds ascendants : ce qui est ici une 
différence de position très-considérable. 

n est encore évident que le plan de Laplace ne peut plus être nommé 
le plan du maximum des aires, puisque, dans sa détermination , Laplace 
n'a pas tenu compte de ces aires décrites qui viennent des rotations des 
corps célestes, et des révolutions particulières de chaque planète princi- 
pale et de ses satellites autour de leur commun centre de gravité. 

Ces trois points de doctrine sont incontestables, et je crois même incon- 
testés; mais voici ce qu'on a pu dire : 

Si l'on considère la petitesse des corps célestes par rapport à leurs dis- 
tances mutuelles, la presque sphéricité de ces -corps, et le peu d'influence 
4ue leur attraction réciproque doit avoir pour troubler leurs rotations sur 
eux-mêmes, il semble que tous ces corps pourraient être ici regardés 
comme autant de points massifs, et que si le plan de Laplace n'est pas le 
plan du maximum des aires, et par cela même n'est pas rigoureusement 
invariable, il est du moins un certain plan <|ui doit varier extrêmement 
peu ; et que, par rapport aux plans des orbites célestes, il est pour ainsi 
dire assez invariable pour nous fair^ reconnaître les plus petits change- 
ments qui pourraient survenir dans la position de ces orbites : de softe 
qne, pour le système du monde tel qu'il est constitué, le plan dont il s'agit 
peut conserver encore le nom de plan inmriable; ce qui paraît d'abord 
assez plausible. 

Mais il faut bien remarquer qu'une pro(k>sition de ce genre, pour être 
adinissible, je ne dis pas en (réométrie, mais seulement en Astronomie pra- 
tique, aurait besoin d'être fondée sur des raisons plus précises f car il ne 
suffirait pas de montrer que les variations du plan de Laplace sont extrê- 
mement petites, ce qui n'est pas douteux ; mais il faudrait prouver qu'elles 
acmt beaucoup plus petites que celles des autres plans qu'on y veut rap- 
porter dans la vue de reconnaître les petits mouvements qu'ils pourraient 
avoir dans l'espace. Voilà nettement ce qu'il faudrait prouver, si la chose 
est possible ; mais c'est ce que personne n'a encore fait , et ne pourra 
jamais faire, comme on va le voir tout à l'heure. 

^7- 
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On conviendra d'abord que, pour nous, contents d'avoir substitué un 
plan rigoureusement invariable à la place d'un autre qui n*est point dé- 
montré tel , nous pourrions nous dispenser d'examiner la question peu 
géométrique dont il s'agit : car il est clair que ce ne serait pas à nous, 
mais à ceux qui essayent de conserver au plan de Laplace la propriété 
d'être invariable, de faire voir qu'en efifet ce plan varie si peu, qu*il con- 
vient à cet usage délicat pour lequel il est proposé. Mais, afin de leur 
épargner cette fausse et vaine recherche, je vais montrer que ce plan, 
prétendu invariable, varie; que sa variation n'est pas extrêmement petite, 
comme on pourrait le croire, mais qu'ella est du même ordre que la pré- 
cession des équinoxes, mouvement sensible dans le ciel, et remarqué, il y 
a deux mille ans, par Hipparque, un des plus grands astronomes de l'an- 
tiquité. 

Or, pour voir sans calcul, et de la manière la plus évidente, ce défout 
des formules de Laplace, il n'y a qu'à les appliquer au cas le plus simple 
de tous, à celui où le système ne serait composé que de deux corps. 

Ne considérons donc que la Terre et le Soleil, et supposons même, afin 
de rendre la chose plus manifeste, que le Soleil soit parfaitement sphérique, 
qu'il ne tourne point sur son axe , et que son centre agisse exactement 
comme un point où toute la masse serait concentrée. 

Par les formules de Laplace, il est évident que le plan invariable serait 
la plan même de l'orbite de la Terre, ou ce qu'on appelle le plan de Vé" 
cliptique : de sorte que ce plan serait immobile, ou toujours parallèle à 
lui-même dans l'espace. Or je dis que, dans ce cas (le plus favorable qu'on 
puisse imaginer pour la théorie de Laplace), les noeuds de Técliptique sur 
un plan fixe varieraient d'une manière très-sensible. 

£t, en effet, soit a la grandeur de l'aire qui vient de la rotation de la 
Terre sur elle-même, et dont le plan est Véquateur ; soit XVaÏTe quiyient 
de la révolution de la Terre autour du Soleil, et dont le plan est VécUp- 
tique. Il est certain, par notre théorie, que le vrai pian invariable serait 
celui de l'aire G qui serait composée des deux aires ^ et A. Or le plan (G) 
de cette aire résultante passe nécessairement par la commune intersectk» 
des plans des deux aires composantes; et, par conséquent, il passe tou- 
jours par la commune intersection de l'équateur et de Fé^liptique, ou ce 
qu'on appelle la ligne des nœuds. Il est donc certain qu'à une époque 
quelconque du mouvement, la ligne des nœuds serait située dans le plan (G) 
de l'aire résultante. Or, comme ce plan (G) est réellement invariable, il 
est évident que si le plan de l'écliptique l'était aussi, la ligne des nosoda 
serait immobile dans l'espace. Mais on sait que , par la seule action du 
Soleil sur le sphéroïde terrestre, la ligne des nœuds aurait un mouvement 
de précession qui, pour fixer les idées, serait d'environ 15", si l'on évalue 

3 
Taction du Soleil aux - de celle de la Lune dans la précession totale qoi 
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est de 50" par année. Donc il est impossible que le plan de récliptique soit 
invariable, et Ton voit même qu'il se mouvrait avec-Véquateur de telle 
manière que leur commune intersection décrirait notre plan fixe (G) par 
iin mouvement angulaire de iS" par année, ou de i5' en soixante ans. 

Ainsi, xians ce cas si simple que j'examine, le plan donné comme inva- 
riable par lés formules de Laplace change d'une manière bien sensible, 
puisque ses nœuds sur notre plan fixe s'y mouvraient exactement comme 
les deux points de Féquinoxe. A la vérité, l'aire a due à la rotation de la 
Terre étant très-petite par rapport à l'aireJA due à sa révolution autour du 
Soleil, l'axe de l'écliptique ne ferait qu'un angle trè&'petit avec Taxe fixe 
de notre plan invariable (G), et, par conséquent, s'en écarterait peu; mais 
il est certain qu'il tournerait autour de cet axe fixe exactement avec la même 
vitesse que l'axe de l'équateur. 

On pourrait rendre encore bien plus sensible cette variation des nœuds 
du plan donné par les formules de Laplace. Supposons, par exemple, que 
le système soit formé de ces trois corps : le Soleil, la Terre et la Lune; et 
regardons même ces corps comme trois points massifs qui ne sont soumis 
qu'à leur action mutuelle. Par la théorie de Laplace, on trouverait que le 
plan invariable est le plan de l'orbite que le centre de gravité de la Terre 
et de la Lune décrit autour du Soleil ; ce qui serait encore à très-peu près 
le plan de l'écliptique. Mais par notre théorie, où l'on tient compte, non- 
seulement de l'aire T due au commun mouvement de révolution de la Terre 
et de la Lune autour du Soleil, mais encore de l'aire qui vient de la révor 
lution particulière de ces deux corps dans le plan de l'orbe lunaire^ il est 
certain que le vrai plan invariable serait celui de l'aire K qui résulte de la 
composition des deux aires T et 0, plan qui passe nécessairement par la 
commune intersection des plans de ces deux aires composantes, et, par 
conséquent, par les nœuds de l'orbe lunaire sur le plan de Laplace. Si 
donc ce dernier plan était invariable, il faudrait conclure [puisque le 
m^tre (K) l'est aussi] que la ligne des nœuds est immobile dans l'espace, 
Or on sait que, par l'action moyenne du Soleil, les nœuds de l'orbe lunaire 
rétrogradent d'environ 20*" par an, Donc le plan de Laplace doit se mou- 
voir avec celui de l'orbe lunaire, et de telle manière que leur commune 
intersection décrive notre plan fixe ( K) par un mouvement angulaire d'eur 
viron 20*" par an, ou d'une circonférence entière en dix-huit ans. 

On pourrait donner beaucoup d'autres exemples : mais ce qu'on vient 
de dire suffit pour montrer de quel ordre peuvent être dans notre sys- 
tème planétaire les variations que le plan de Laplace doit éprouver à rair 
son de ces aires qu'il a oublié de faire entrer danç son analyse. Le mou- 
vement de ses nœuds sur le vrai plan invariable est précisément le même 
que celui des nœuds du plan de l'aire composée de toutes celles qu'il a 
oubliées dans son calcul. J'ai dit oubliées, et non pas négligées; parce que 
^place, qui, dans Mécanique céleste, néglige tant de quantités, n'oubijp 
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jamais d'en faire mention, et de dire pourquoi il les néglige. Dans la théo* 
rie même dont il s'agit, il néglige, parmi les termes qui contiennent les 
produits deux à deux des masses des corps célestes, tous ceux.où n'entre 
point la masse du Soleil, et il ne manque pas d'en donner une raison (que 
je n'examine point ici). Mais quant à ces aires nouvelles que j'ai le pre- 
mier considérées, il n'en dit pas un seul mot : et pourtant il arrive que 
ces quantités, non-seolement sont bien plus grandes que celles qu'il né- 
glige, mais encore surpassent de beaucoup plusieurs de celles qu'il con- 
serve, telles que les aires décrites par Mercure, Vénus, Mars et la' Terre 
autour du Soleil. J'ai donc dû supposer que ce grand géomètre avait ou- 
blié les aires qui viennent de la rotation des corps célestes sur eux-mêmes, 
et des révolutions particulières de leurs satellites : car ceux qui préten- 
dent qu'il y a songé, mais qu'il les a volontairement omises comme n'étant 
(F aucune influence dans cette théorie y lui prêtent une faute, lorsque moi- 
même je n'ai parle que d'un oubli. 



THÉORIE GENERALE 

DE L'ÉQUILIBRE ET DU MOUVEMENT DES SYSTÈMES. 



Le principe des vitesses virtuelles est connu depuis longtemps, aussi 
bien que la plupart des principes générauit de la Mécanique. Galilée ob- 
serva le premier, dans les machines, cette fameuse propriété des vitesses 
virtuelles, c'esi-à-dire cette relation si connue qui existe entre les farces 
appliquées et les vitesses que prendraient leurs points d'application si Ton 
venait à troubler infiniment peu l'équilibre de la machine. Jean Bemoulli 
vit toute rétendue de ce principe, et l'énonça avec cette grande généra- 
lité qu'on lui donne aujourd'hui. Varignon et la plupart des géomètres 
prirent soin de le vérifier dans presque toutes les questions de la Statique; 
et quoiqu'on n'en eût point de démonstration générale, il fut univaiielle<- 
Bdent regardé comme une loi fondamentale de Téquilibre des systèmesr 

Mais jusqu'à Lagrange, les géomètres s'étaient plus appliqués k démon-' 
Irer ou à étendre les principes généraux de la science, qu'à en tirer une 
règle générale pour la solution des problèmes ; ou plutôt ils ne s'étaient 
pas encore proposé ce grand problème, qui est à lui seul toute la Méca* 
nique. 

Ce fut alors une heureuse idée de partir sur-le-champ du principe des 
vitesses virtuelles comme d'un axiome, et, sans s'arrêter davantage à le 
oOAsidérer en lui-même, de ne songer qu'à en tirer une méthode uniforme 
de calcul pour former les équations de l'équilibre et du mouvement dans tous 
les systèmes possibles. On franchit par là toutes les difficultés de la Méca^ 
nique : évitant, pour ainsi dire, de faire la science elle-même, on la trans^ 
forma en une question de calcul ; et cette transformation, l'objet et le ré- 
sultat de la Mécanique analytique, parut comme un exemple frappant de 
la puissance de l'Analyse. 

Cependant, comme dans cet Ouvrage on ne fut d'abord attentif qu'à 
considérer ce beau développement de la Mécanique qui semblait sortir 
tout aitière d'une seule et même formule , on crut naturellement que la 
science était faite, et qu'il ne restait plus qu'à chercher la démonstration 
du principe des vitesses virtuelles* Mais cette recherche ramena toutes les 
difficultés qu'on avait franchies par le principe même. Cette loi si géné- 
rale, où se mêlent des idées vagues et étrangères de mouvements infini- 
ment petits et de perturbation d'équilibre, ne fit en quelque sorte que 
^'obscurcir à l'examen ; et le livre de Lagrange n'offrant plus alors rien de 
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dair que la marche des calculs, on vit bien que leà nuages n^avaîent para 
levés sur le cours de la Mécanique que parce qu'ils étaient, pour ainsi 
dire, rassemblés à Torigine même de cette science. 

Une démonstration générale du principe des vitesses virtuelles devait 
au fond revenir à établir la Mécanique entière sur une autre base : car la 
démonstration d'une loi qui embrasse toute une science ne peut être autre 
chose que la réduction de cette science à une autre loi aussi générale, 
mais évidente, ou du moins plus simple que la première, et qui partant 
la rende inutile. Ainsi, par cela même que le principe des vitesses virtuelles 
renferme toute la Mécanique, comme il a besoin d'une démonstration ap- 
profondie, il ne peut lui servir de base première. Chercher à le démontrer 
pour rheureux usage qu'on en a fait, c'est chercher à s'en passer pour 
cet usage même, soit en trouvant quelque autre loi aussi féconde, mais 
plus claire, soit en fondant sur les principes ordinaires une théorie géné- 
rale de l'équilibre, dont la propriété des vitesses virtuelles ne devient 
plus alors qu'un simple corollaire. 

Ainsi, dans cet état où Lagrange avait porté la science, ce n'était point 
la démonstration du principe des vitesses virtuelles qu'il fallait chercher 
immédiatement. La Mécanique analytique^ telle que l'auteur Ta conçue, 
est au fond ce qu'elle doit être; et la démonstrati<Mi du principe des vi- 
tesses virtuelles n'y manque point, puisque, si l'on essayait de la naettre 
à la tète de ce livre d'une manière générale et bien développée, l'ouvrage 
se trouverait fait deux fois : je veux dire que cette démonstratio& com- 
pr^drait déjà toute la Mécanique. On doit donc considérer que Lagrange 
s'est placé tout d'un coup sur un des points élevés de la science, afin de 
découvrir quelque règle générale pour résoudre, ou du moins pour mettre 
en équations tous les problèmes de la Mécanique; et cet objet est parfoî- 
tement rempli. Mais, pour former la science elle-même, il faut élever une 
théorie qui domine également tous les points de vue d'où Ton peut l'en* 
visager. Il faut aller directement, non pas au principe obscur des vitesses 
virtuelles, joiais à cette règle claire qu'on en a su tirer pour la solution 
des problèmes; et cette recherche directe, naturelle, la seule propre à 
^tisfaire notre esprit, fait l'objet principal du Mémoire qu'on ^a lire* 

L 

Propriétés de ^équilibre communes à tous les systèmes Ubres, 

L'un des premiers éléments de la théorie générale de l'équilibre est cet 
axiome : que si des forces se font actuellement équilibre sur un système 
quelconque de figure variable, l'équilibre ne cessera point en supposant 
que le système soit rendu tout à coup invariable, pu vienne, pour j 
(tire, à se solidifier lui-même. 
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Les conditions de l*éqnibre des corps solides doivent donc se retrouver 
dans Féquilibre de tous les systèmes possibliBS, et c'est pour cela qu'on 
peut les nommer les propriétés générales de Téquilibre. 

On a présenté ces conditions de plusieurs manières; mais on peut re* 
marquer qu'elles se réduisent à cette condition unique, que les forces 
appUiquées aux diçers points du système soient décomposables, suivant le^ 
droites qui les joignent, en forces deux à deux égales et contraires. C'est 
la possibilité de cette décomposition, qui exige les six équations ordinaires 
de réquilibre, comme on le verra tout à l'heure. 

D'abord le théorème est évident pour l'équilibre de deux forces; il faut 
que ces deux forces soient parfaitement égales et contraires. 

It est bien aisé d'en conclure que, pour trois forces, si l'on joint leurs 
points d'application par trois lignes droites, il faudra nécessairement, pour 
l'équilibre, que ces forces soient décomposables en d'autres deux à deux 
égales et contraires dans ces trois lignes. 

Actuellement, si Ton a un nombre quelconque de forces, que l'on prenne 
trois quelconques de leurs points d'application, les trois lignes qui les 
joignent, et toutes celles qui, partant des autres "points, viendraient abou-r 
tir à ceux-là, cm pourra se représenter ces trois premiers points comme 
les angles de la commune base de plusieurs pyramides triangulaires dont 
les autres points seraient les sommets. 

G^a posé, on peut toujours commencer par décomposer les forces ap-i 
plîqiiées à ces sommets, chacune en trois autres, suivant les trois arêtes 
qui y aboutissent. 

ensuite, on est le maître de décomposer les trois forces, qui sont aux 
çdns de la commune base, en forces qui soient égales et contraires aux 
premièjreis, et- en d'autres. Si l'on supprime les forces égales et contraires 
dans les arêtes, il ne reste plus que trois forces appliquées aux trois angles 
de la base. Mais, puisqu'il y a équilibre, ces forces restantes doivent être 
décomposables, suivant les irois côtés de cette base, en forces deux à 
dçux é^le^ et contraires. 

Donc toutes les forces étaient décomposables, suivant les droites qui 
joignent leurs points d'application, en forces deux à deux égales et con- 
traires dans chacune d'elles ; et cette décomposition est déterminée lors- 
qu'elle ne se fait, comme on le suppose ici, que par 3â -f-« 6 distances 
muiudles, h étant le nombre total des points du système. 

Lorsqu'on veut faire entrer dans le calcul non-seulement les quantités 
des forces appliquées, mais encore leurs inclinaisons mutuelles, on se 
donne, au lieu de chaque force, ses trois composantes parallèles à trois 
axes connus. Alors, pour exprimer qu'en chaque point chaque force est 
décomposée en d'autres suivant les arêtes qui y aboutissent, il faut trois 
équations où ces dernières composantes sont les inconnues. Il faudrait 
donc ep tout 3 h équations pour les h points du système. Mais si l'on veut 
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que les composantes soient deux à deux égales et contraûreB dans ie 
3/« — 6 arêtes, elles ne formeront que 3 A — 6 inconnues. Donc, en les 
éliminant, il restera entre les forces données six équations de condition, 
pour que leur décomposition en forces égales et contraires soit possible, et, 
par conséquent, pour qu'il y ait équilibre. Ce sont les six équations con- 
nues : nous les avons données ailleurs par une autre métaph^rsique qui a 
de grands avantages ; mais j'ai été bien aise d'en indiquer en passant cette 
démonstration nouvelle , parce qu'on y découvre un nouveau sens, et 
qu'ici ces équations ne sont pas obtenues séparément et par des considé- 
rations parculières, mais s'offrent à la fois toutes six comme rexpresaon 
d'une seule et unique condition, qui est la possibilité que les forces ap- 
pliquées se décomposent en dt autres égales et contraires suîpont les dis'^ 
tances mutuelles des différents points. 

Cette décomposition est donc nécessaire dans l'équilibre de tous les sys- 
tèmes possibles; et quand les distances mutuelles des points du système 
sont toutes invariables, eUe suffit ^ de quelque façon qu'elle S'opère d'ail- 
leurs, je veux dire quelle que soit la proportion des composantes dans les 
distances mutuelles successives. 

Mais lorsque, aucune de ces lignes n'étant invariable à part, c'est Am- 
plement une fonction de leurs longueurs qui doit demeurer constante, 
alors la décomposition précédente (qui est toujours nécessaire) ne suffit 
plus pour assurer l'équilibre du système; il faut encore qu'il règne d'une 
droite à l'autre, entre les valeurs des forces égales et contraires, une ee^ 
taine proportion qui dépend de la nature de la fonction proposée. Or c'est 
précisément cette proportion qu'il s'agit de découvrir ici ; et c'est dans la 
manière générale de la déduire de la fonction proposée que consiste la loi 
fondamentale de l'équilibre des systèmes. 

n. 

D'un système ou les points ne sont liés que par une seule équation 
entre leurs distances mutuelles. 

Ne considérons d'abord que quatre points, et leurs distances m, /i, /?, 
9, r, s qui sont comme les arêtes d'une pyramide triangulaire dont ces 
points seraient les sommets. 

Représentons par /(/w, /i, p, ^, r, ^) = /i = const^ la fonction quel- 
conque de ces distances qui doit demeurer constante, en sorte qu'on ait 
toujours cette équation, dans quelques dispositions respectives (pie puissent 
passer les divers points du système. 

Cela posé, soient, s'il est possible, quatre forces qui tiennent ces quatre 
points en équilibre. Si on les conçoit décomposées, chacune en trois autres 
suivant les trois arêtes contignës, il résulte de ce qu'on vient de dire, que 
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les deux composantes qu'on trouvera dans chaque arête seront nécessaire- 
ment égales et contraires, sans quoi il n*y aurait point équilibre, même en 
suf^posant toutes ces arêtes devenues roides. 

D ne reste donc qu'à trouver la proportion des composantes autour de 
diaque sommet de la pyramide. 

Pour cela, je suppose que trois quelconques des points deviennent par- 
faitement fixes dans l'espace. L'équilibre n'est pas troublé; mais, à cause 
de réquatîon proposée, le quatrième n'a plus que la liberté de se mou- 
voir sur une certaine surface courbe, et il a entièrement cette liberté. 
Donc il est nécessaire que la force unique P qui le presse soit actuelle- 
ment perpendiculaire à cette surface (i). 

Or, m, fiy p étant les trois arêtes qui se terminent au point que l'on 
considère, la surface qu'il a la liberté de décrire quand les trois autres 
dcfviennent fixes, est donnée par l'équation 

f(m,n,p,q,r,s) = const. 

lorsqu'on y regarde m, n, p comme seules variables. 

La normale à cette surface se trouve donc en prenant les iTo\& fonctions 
primes f (m)^ f'{n), f'(p) de la fonction proposée relativement aux 
trois lignes ou rayons m^n^p\ portant sur eux trois longueurs respectives 
proportionnelles à ces fonctions primes, avec cette attention de les porter 
siir les rayons mêmes, pour les fonctions primes qui auront le même signe, 
et sur leurs prolongements, pour les fonctions qui auront le signe con- 
traire : si l'on achève le rhomboïde, la diagonale donne la direction de la 
normale, comme cela se voit par la géométrie ('2). 

Donc, puisque la force appliquée au point que l'on considère doit agir 
suivant cette direction, ses trois composantes suivant les arêtes /n, /i, p 
sont nécessairement proportionnelles aux trois fonctions primes f {m\ 

r(n),f'[p). 

On verrait de même qu'au point où se terminent les trois arêtes m^ q^ r, 
les trois composantes de la force qui le sollicite sont proportionnelles aux 
trois fonctions primes f'(m), f'[q)y f'[r)\ et ainsi de suite. 

Donc les forces égales et contraires dans les six arêtes m, /i, /?, 9, /*, s 
sont toutes proportionnelles aux six fonctions primes f (m),f'(n ), /'(/?)» 
f(9).f'(r).f(s). 

Donc il est démontré, en toute rigueur, que si quatre corps ou points 
sont liés entre eux par la condition qu'une fonction quelconque de leur& 
distances mutuelles demeure constante, ces corps ne peuvent être en équi< 
libre, à moins qu'ils ne soient sollicita les uns vers les autres, suivant 



(t) Yciyes, sur ce principe, la note 1. 

(3) On trouvera plfw loin U démonstration de ce théorème, 
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leurs distances mutuelles, par des forces proportionneiles aux fouctionâ 
primes de la fonction donnée relativement à ces distances, ou, ce qui est 
la même chose, à moins qu'ils ne soient sollicités par quatre forces P, Q, 
R, S, qui puissent se décomposer en celles-là; et, comme cette condition 
détermine entièrement les forces, il s'ensuit que de telles forces se feront 
réellement équilibre; ou il faudrait dire que l'équilibre n'est pas possible 
sur le système, ce qui est inadmissible. Car imaginez, pour un moment, 
que trois de nos quatre points soient vraiment fixes; il est clair que le 
quatrième, qui ne pourrait plus alors se mouvoir que sur une surface dé- 
terminée, serait tenu en équilibre par une force quelconque normale à 
cette suiface, et il est certain qu'en même temps les trois points fixes res- 
sentiraient de certaines pressions déterminées. Or, à présent, qu'on rende 
libres ces trois points fixes, mais qu'on les soutienne aussitôt par trois 
forces égales et contraires aux trois pressions qu'ils avaient à détruire, et 
l'équilibre ne sera pas troublé. Donc il existe quatre forces qui peuvent 
tenir en équilibre nos quatre points, quoiqu'ils ne soient liés entre eux 
que par par une seule équation; et ces quatre forces sont précisément 
celles qu'on a trouvées plus haut. 

On a considéré sous la fonction les six distances mutuelles /n, /z, /?, q^ 
r, s des quatre corps; mais le raisonnement serait le même si cette fonc- 
tion ne renfermait qu'une partie quelconque de ces distances. Seulement 
on trouverait que les forces sont nulles le long des distances qui n'entrent 
pas dans la fonction. 

Par exemple, que des trois distances m^ /z, p du premier point aux trois 
autres, il n'entre que les deux premières m ei n dans la fonction propo- 
sée ; alors la surface que ce point peut décrire, quand les autres sont fixe- 
ment arrêtés, est donnée par l'équation /(/w, w, 5^,. . .) = const.^ en y 
regardant m ei n comme seules variables. C'est une surface de révolution 
autour de la ligne qui joint les deux corps d'où partent les deux rayons 
vecteurs m et /z. La normale à cette surface est donc simplement la dia- 
gonale d'un parallélogramme construit sur deux lignes proportionnelles à 
/'(/7t), /' (/z), dont on aurait prolongé ces rayons vecteurs. La force qui 
doit agir suivant cette normale se décompose donc entièrement, soiv9n( 
les distances m et /z, en deux autres proportionnelles /'(//>), /'(/t), et 
ne donne point de composante suivant la distance p^ qui n'oitre point 
dans la fonction. 

Si, des trois distances m, /z, p du premier point aux autres, il n'y en 
avait qu'une seule m sous la fonction, la surface qu'il pourrait décrire 
quand les autres sont fixes serait donnée par l'équation 

en y regardant m comme seule variable, ce qui équivaut à /^i = const. 
C'est alors une sphère dont la ligne m est le rayon ^ et, par conséquent, 
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la normale. La force qui doit agir suivant cette ligne y reste donc tout 
entière, et ses deux composantes sont nulles suivant les distances n eipi 
d'où Ton voit qu'il ne peut y avoir aucune action directe entre les corps 
suivant leurs distances mutuelles que la fonction ne renferme pas. 
Soient actuellement tant de points que Ton voudra, et 

/( /w, «,/?, ^, /•,...) = X = const, 

une équation quelconque entre leurs distances mutuelles m, ;i, p^ q^ 
r,...; et s'il y a dans cette équation plus de 3 A — 6 distances mutuelles, 
h étant le nombre des points, qu'on élimine ces lignes superflues, ou 
qu'on les suppose éliminées au moyen des équations qui ont lieu d'elles- 
mêmes entre les lignes qui joignent des points deux à deux dans l'espace : 
on pourra se représenter, comme ci-dessus, toutes ces distances mutuelles 
conune les arêtes de pyramides triangulaires successives qui s'appuieraient 
toutes sur une même base. 

Cela posé, soit le système tenu en équilibre par des forces P, Q, R, 
S,... respectivement appliquées à ses dififérents points. 

D'abord toutes ces forces doivent être décomposables, suivant les lignes 
m, H, /?, 9, >*,... en forces deux à deux égales et contraires, sans quoi il 
ne pourrait pas y avoir équilibre, comme on l'a démontré plus haut. 

Cette décomposition supposée faite (et elle aura lieu ici d'une manière 
déterminée), il ne s'agit plus, pour connaître les forces, que de trouver la 
proportion nécessaire de leurs composantes. Or je dis qu'elles sont entre 
elles comme les fonctions primes de la fonction proposée relativement aux 
lignes /??, /z, /7, ^, r,... où elles sont dirigées. 

En effet, considérons à part quatre points qui forment les angles de 
l'une de nos pyramides, et supposons, pour un moment, que, leur^ 
distances mutuelles restant seules variables dans l'équation, toutes les 
autres y deviennent constantes; il est clair que le jeu de ces quatre 
corps devient le même que s'ils étaient restés seuls dans l'espace, mais 
liés entre eux par l'équation proposée, où l'on regarderait leurs seules 
distances mutuelles comme variables, et toutes les autres lignes comme 
de simples nombres donnés. Cela résulte de la supposition même, et se 
voit aussi très-bien dans la figure, en se représentant les six arêtes de 
notre pyramide restées seules variables. D'abord, le point qui fait le som- 
met de cette pyramide ne tient point aux autres arêtes devenues inva- 
riables; et pour les trois points à la base, ils ne sont pas plus, gênés par 
ces arêtes, qui descendent sur eux trois à trois, des autres points du sys- 
tème, que si elles n'y étaient réellement pas. Car, bien que ces lignes 
soient devenues isolément roides, comme on les suppose restées mobiles 
autour de leurs points d'intersection , qui eux-mêmes sont mobiles dans 
l'espace, il est visible qu'elles se prêtent d'elles-mêmes aux mouve- 
ments des trois points où elles aboutissent, et ne font que les suivre, 
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sans les gêner, dans toutes les positions où ils peuvent passer quand on 
fait varier leurs seules distances mutuelles dans l'équation proposée. 

Donc, en vertu de ce qui a été démontré, il faudrait, pour l'équilibre 
particulier du système de nos quatre points, qu'ils fussent sollicités leg 
uns vers les autres par des forces proportionnelles aux fonctions primes 
de la fonction donnée, prises relativement à leurs distances mutuelles. 

Mais il est clair que cette proportion doit se retrouver absolument la 
même dans Téquibre général du système ; car si l'équilibre est supposé 
y exister, il y subsiste toujours en supposant telles arêtes que Ton voudra 
devenues roides, et supprimant alors toutes les forces égales et contrairee 
qui se détruiraient d'elles-mêmes dans . ces arêtes. Les forces restantes 
appliquées au système partiel le long des arêtes ou distances mutuelles 
restées variables, doivent donc suivre nécessairement la loi de l'équilibre 
de ce système. 

Donc, au moment de l'équilibre général, on est sûr que les composantes 
contraires qu'on trouverait dans les arêtes de l'une quelconque de nos 
pyramides sont proportionnelles aux fonctions primes de la fonction don- 
née relativement à ces lignes. Donc , à cause des arêtes communes aux 
pyramides successives, cette proportion s'étend d'une arête à l'autre dans 
toute la figure du système ; et tous les points sont nécessairement solli- 
cités les uns vers les autres, suivant leurs distances mutuelles m, 17, p, 
7, r,... qui entrent dans la fonction, par des forces proportionnelles aux 
fonctions primes f (m), f'(n), f'(p), f'(q)^ f'{r), etc., de cette 
fonction, relativement à ces distances /w, «, /?, ^, r,.... Ce qt^il fallait 
démontrer. 

Si donc, aux différents points du système, on prend sur les lignes iit, 
'^j P^ Q% ^i— ^ longueurs quelconques toutes proportionnelles aux fonc- 
tions pnmes f(m), f («), /' (/?), J'(g), /'(r), etc., qui se rapportent 
à ces lignes, ces longueurs représenteront les composantes des forces qui 
doivent être appliquées à ces points respectifs ; de sorte qu'en les rédui- 
sant en chaque point à une seule P, on aura la force unique qui doit y 
être appliquée pour l'équilibre du système. 

La manière la plus simple de trouver l'expression de ces forces P, Q, 
R,..., est de chercher, pour chacune d'elles P, ses trois composantes X, 
Y, Z, parallèles à trois rectangulaires dans l'espace. 

Soient :r, y^ z les trois coordonnées du premier point par rapport à ces 
axes; m, n^py etc., ses distances aux autres points dont les coordonnées 
soient x\ y\ z'\ x% y\ z"; x*", f^ z'"^ etc.; on aura 



n = \/ {a:-a:y+{x-yy-^(z-^z")\ 

p = v/(.r - .r"y 4- ( r - y"V -h (« - z'")\ 
etc.; 
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et les fonctions primes de ces expressions, prises par rapport à x^ et que 
BOUS représenterons P*^ ^' ^' ^' ®^C'> seront les cosinus des angles 

que le9 droites font avec Taxe des x. 

Les forces/' (m), /'(/«), /' (p\ etc., appliquées au point que Ton con* 
sidère suivant ces droites, donneront donc, parallèlement à Taxe des x^ 
les composantes respectives 

/'(«)£, /'(«)£, /'(.)È,etc., . 

lesquelles se réduiront à une seule X égale à leur somme, 

or cette expression n'est autre chose que la fonction prime de la fonction 
proposée /(w, /?, p^ 7, /*,)..., ou Z, prise relativement à x, et que nous 

représenterons simplement par ( 2~ ) * 

Ainsi, la force appliquée au premier point aura sa composante X, sui- 
vant Taxe des x^ représentée par ( ^ )» c*est-à-direpar la fonction /?rî/w^ 

de la fonction donnée Z, relativement à la coordonnée du point le long de 
cet axe. 
On aura de même pour les deux autres composantes Y, Z, suivant les 

axés des ^, a, les expressions ( -^ ) » ( "^^ ) ' ^® ^^^ ^® ^^ *<>rce elle- 
même P sera représentée par 

Si Ton considère la surface courbe représentée par Téquation 
L = const.^ 

quand on y regarde ar, j, z comme seules variables, on sait que (^ J? 

vT")' ("Z") ^^* proportionnelles aux cosinus des trois angles que 
fait avec les axes la normale à cette surface (i). 



(1) Cette analyse contient la démonstration générale du théorème de gféomé- 
trie dont on a parlé plus haut (page 307). 11 en résulte que les lignes /'(m), 



^'J% ÉQUILIBRE 



La forcé P = \J \^j "^ (^) + ('^ j est donc dirigée perpen- 
diculairement à la surface courbe que le point où elle agit pourrait décrire 
si tous les autres devenaient fixes ; ce qui doit être et ce qu'on pouvait 
supposer à priori, comme dans le cas du système de quatre points, où Ton 
est parti de cette vérité comme principe. 

Donc, en appliquant ce qu'on vient de dire auic différents points du sys- 
tème, les forces P, Q, etc., qui les sollicitent, sont toutes proportionnelles 
aux fonctions 

etc., 

et chacune d'elles est normale à la surface courbe que son point d'appli- 
cation pourrait décrire, en vertu de l'équation L =^êonst,^ si l'on suppo- 
ëait tous les autres fixement arrêtés. 

Cette démonstration nous parait nette et rigoureuse; elle est même 
dégagée de cette espèce d'axiome, que, dans les systèmes, les points nç 
peuvent agir les uns sur les autres.que suivant les droites qui les joignent. 
En effet, pour obtenir les forces totales qui doivent être appliquées aux 
points respectifs du système, nous sommes bien maîtres d'imaginer cluh 
cune d'elles comme décomposée en d'autres suivant telles lignes que nous 
voulons choisir, et qui, pour chaque point, sont au nombre de trois au 
moins; et puisque nous avons trouvé la proportion nécessaire de toutes 
ces composantes, il s'ensuit que nous avons trouvé les vraies forces de 
l'équilibre, et que cet équilibre est unique. 



y (it), /' (p), etc., étant composées à la manière des forces, donnent pour ré- 
sultante la normale à la surface courbe décrite par le point où m, n, p^ 7, etc., 
aboutissent comme rayons vecteurs. C'est ce rapprochement curieux^ entre la 
composition des forces et la détermination des normales, qui amène, en Méca- 
nique, ces fonctions primes de la fonction donnée, comme rexpressioa natarelle 
âes forces capables de se faire équilibre. Car il faut, en chaque point, que les 
forces appliquées soient proportionnelles à ces fbrces primes, afin de donner 
leur résultante dirigée suivant la normale à la surface que ce point peut décrire 
quand on arrête tous les autres; et c'est ensuite la nécessité de Téquilibre dans 
chaque partie du système qui fait passer cette proportion d'un point à Taiitre 
dans toute l'étendue de la /igure. 
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Cependant voici une difficulté apparente qu'il n'est peut-être pas inutile 
de proposer et de résoudre, parce que sa solution très-simple met le théo- 
rèine dans un nouveau jour. 

Quand le système n*est composé que de quatre points, il faut nécessai- 
rement leurs six distances mutuelles pour déterminer la pyramide dont 
ils sont les angles ; et , par conséquent, il n'y a aucune équation de con- 
dUioUy c'est-à-dire qui existe d'elle-même entre ces distances. 

Mais, lorsque le nombre des points est supérieur k quatre, il y a plus 
de distances mutuelles qu'il n'en faut pour assurer la figure du système; 
et l'on a, entre toutes les distances, autant d'équations de condition que 
de lignes superflues. On peut donc alors éliminer de la fonction. proposée 
/(/If, «, /?, ^, r,...), ou y introduire telles de ces lignes qu'on voudra, et 
que toutefois la coml)inaison de ces équations pourra permettre. Ainsi, 
l'on pourra varier les distances qui entrent sous cette fonction, et la forme 
de cette fonction de plusieurs manières. 

Or, suivant qu'on voudra présenter cette fonction entre telles ou telles 
distances mutuelles, on trouvera telles ou telles forces suivant ces dis- 
tances, d'où il paraît que les forces totales P, Q, etc., qui en résulteraient à 
chaque point, pourraient bien n'être pas les mêmes dans ces différents cas, 
quoiqu'au fond la liaison des points n'ait pas été changée, et que le ras 
de l'équilibre soit unique. 

Pour détruire sur-le-champ cette difficulté, j'observe que, si une fonc- 
tion des distances mutuelles de plusieurs points peut quelquefois être 
écrite de plusieurs façons, selon les distances que l'on y veut choisir, cette 
fonction néanmoins reste toujours identique^ si on la regarde comme une 
fonction des coordonnées :r, /, z de tous les points. En effet, les équa- 
^ tiens de condition qui ont lieu entre les distances mutuelles /ti, /i, /?, 7, 
r,... ne sont autre chose que des identités, lorsqu'on vient à y substituer, 
au lieu de ces droites, leurs expressions par les coordonnées ^, j, z; 
x\ y\ z\ etc, des différents points qu'elles unissent. Ainsi , quoique, au 
moyen de ces équations, la fonction proposée L puisse être changée en 
"^^ ^1 Pt ^t '*>•••» 61^6 demeure toujours la même en x, j, z; x\ r\ 
z\ etc. ; les expressions 

(gv w, (^v ( j[;y (^y (^y etc., 

\dx] \(ly ] \dz)' \dx'J \dy' J \dz' J 

sont donc aussi toujours les mêmes. Or, comme on sera toujours conduit 
à ces expressions pour les composantes X, Y, etc., de quelque manière 
permise que la même fonction L ait été écrite en /w, «, p, </, r,..., il s'en- 
suit qu'on parviendra toujours aux mêmes forces P, Q, R, etc., pour l'équi- 
libre du système, comme cela doit être. 
Ceci nous fait voir encore que si la fonction proposée Z, ou 
/(/7i, /i, p,q, r,...) 

18 
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est présentée entre plus de lignes m, /?, />, </, /•,... qu'il n'en faut pour 
la figure, il sera inutile d'éliminer les autres, comme on Ta supposé fait, au 

commencement, pour la clarté de la démonstration. Les fonctions (^)) 

(^)' (ï)î (ë)' iw)' (ë)' '^- *'"''"' '" «"«it P«"' 
l'expression des forces de l'équilibre, seraient identiquement les mêmes 
que si l'on n'avait pas fait l'élimination; et, par conséquent, on les (^>iimi- 
dra tout de suite, sans rien changer à la forme sous laquelle la fonction 
est donnée. 

Â l'égard des actions réciproques des différents points, si l'on sait que, 
dans le système dont on s'occupe, il ne peut y avoir de communication 
directe entre les h points que par leurs 3^ — 6 distances mutuelles qui 
entrent sous la fonction , on conclura de ce qui a été démontré, que cas 
points agiront réellement les uns sur les autres, suivant ces distances m, 
^t Pi H-i ''»•••» ®"^ raison des fonctions primes /'(/w), /'(«)> f*{f>\ 
f(q)>f'(r).et^. 

Mais, de même que la fonction proposée peut être présentée indifférem- 
ment entre telles ou telles distances mutuelles, de même la communica- 
tion des points peut être établie suivant telles ou telles de ces lignes sans 
que la liaison générale de ces points soit changée. Si donc on ignore de 
quelle manière le système est exécuté , on ne pourra pas dire, d'après la 
seule fonction /(m^nyp^q,...), quelles sont les réactions véritables des 
différents points, parce qu'on ne saura pas si les liens qui pourraient doA^ 
ner lieu à ces actions directes sont établis précisément le long des dis- 
tances mutuelles m, /i, p, g, r,..», qui paraissent dans la fonction. Ainsi 
cette fonction qui, sous quelque forme qu'elle soit donnée, caractérise le - 
système, et sufiBt pour faire connaître sur-le-champ les forces uniques P, 
Q, R, etc., ou 



qui doivent être appliquées aux différents points, ne suffit pas pour ap- 
prendre comment ces forces se distribuent réellement des uns aux autres : 
il faut encore regarder la construction du système lui-même, et voir suivant 
quelles distances mutuelles la communication est réellement établie. S'il 
arrive qu'elle se fasse précisément par les mêmes distances que celles qui 
sont dans la fonction donnée, on prendra sur-le-champ les fonctions /?rr/if« 
relatives à ces distances, et l'on aura les réactions véritables des différents 
points. Mais si la communication s'opère par d'autres lignes, il faudra 
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commencer par éliminer de la fonction toutes les distamces mutuelles le 
long desquelles il n'y a pas de lien immédiat dans la construction du sys- 
tème (ce qui pourra tOQJours se faire au moyen des équations de condition 
entre ces droites), et les fonctions primes de cette ibiiction nouvelle par 
rapport aux distances mutuelles qui y restent seront les expressions des 
actions réciproques qui auront véritablement lieu entre les corps. 

Tel est l'esprit de la loi fondamentale qui contient toute la science des 
forces. Avant d'aller plus loin, il me paraît à propos d'en faire quelques 
. applications simples, où Ton voie à la fois la rapidité des solutions et 
ridentité de la théorie avec les première principes de l'équilibre. 

Ckmsidérons d'abord trois points liés^ entre eux par la condition que la 
somme de leurs distances mutuelles /», /z, p doive demeurer constante. 

La fonction /(/w, /i, p) sera donc ici m-f-zr-h/?; en prenant les fonc- 
tions primesy on aura 

/'(/«) = I, /'(«) = !, /'(/^) = I. 

O qui nous apprend que chacun des trois points doit être sollicité vers 
IttB deox autres par des forces égales; que, parcotiséquent, les trois forces 
P, Q, R, qu'H faut appliquer à ces points, sont représentées en grandeurs 
et esL directions par les diagonales de irois losanges construits avec les 
mêmes cêtés sôus les trois aDgIes du trianigle. 

C'est Id lof de l'équilibre de trois points où passerait, comme dans 
des anneaux, un même fil inextensible le long duquel ils pourraient cou- 
ler librement. Quand ces points se meuvent de manière que le fil reste 
tendu, la somme de leurs distances mutuelles demeure constante, confor- 
mément à l'équation m -f- /i 4- p = const, ; et chacun d'eux , lorsqu'on 
le suppose seul mobile, n'a plus que la liberté de se mouvoir sur un 
•i ellipsoïde de révolution dont les deux autres sont les foyers. C'est pour 
cela que chacune des forces appliquées divise en deux parties égales l'angle 
formé par les distances de son point d'application aux deux autres; car 
cette force cfoit être normale à l'ellipsoïde dont il s'agit, et dans cette sur- 
face la normale divise en deux parties égales l'angle formé par les rayons 
vecteurs. 

On peut remarquer que le fil inextensible ne représente pas complètement 
la Maison que l'équation suppose ; car ce fil fait simplement que la somme 
des distances des points ne peut pas devenir plus grande, mais il ne Tem- 
péche pas de devenir moindre. Ainsi, pour l'équilibre des trois corps unis 
par le fil, il faut encore ajouter que les forces doivent agir de manière à 
ce que le fil soit tendu; au lieu que, dans l'équilibre du système dé- 
fini par l'équation /w 4- 'i -i- /> = const,, elles peuvent agir indifférem- 
ment, ou pour tendre le fil, ou pour le comprimer : de sorte que l'espèce 

18. 
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de fil flexible que le calcul suppose est tout à la fois inextensible et incon- 
tractile. 

Si c'était simplement la somme des distances mein des deux premiers 
corps au troisième qui dût demeurer constante, on aurait 

/(/w, n) = m '\- n = const,, 
d*où 

Ainsi, il faudrait appliquer aux deux premiers corps deux forces égales, 
suivant leurs distances m et h, au troisième ; et àcelui-ci , une force égale 
et contraire à leur résultante ; et il nV aurait point de force suivant la 
distance />, qui n'entre pas sous la fonction. 

C'est, en effet, le cas de trois corps dont l'un pourrait couler comme un 
anneau le long du fil, tandis que les deux autres seraient fixement atta- 
chés à ses deux bouts. Quand les deux corps extrêmes sont supposés 
fixes, celui du milieu n'a plus que la liberté de décrire un ellipsoïde de 
révolution autour d'eux comme foyers ; mais ceux-ci décrivent simplement 
des sphères autour de lui , comme centre, quand ils sont regardés, l'un 
après l'autre, comme seuls mobiles. Voilà pourquoi la force appliquée au 
corps qui peut glisser le long du fil divise en deux également l'angle for- 
mé par les deux portions de ce fil , tandis que chacune des deux autres 
forces agit vers le corps du milieu, dans la direction du fil lui-même. 

S'il y avait plus de trois corps unis entre eux par un même fil, le long 
duquel ils pussent couler librement, en nommant m, /z, p^ q, r,.., les 
portions successives de ce fil, on aurait 

/(/7?, /i, p, q, /*,...)= m-\-n-\-p-^q'-{-r-\-.,,z= const., 
et, par conséquent, 

f'(m) = f'(n) = f'ip) = f'(q) = /'(r) = etc. = i, 

comme ci-dessus : d'où l'on voit que le fil doit être également tendu dans 
toute sa longueur ; que chacune des forces divise en deux parties égales 
l'angle du polygone funiculaire où elle est appliquée, et qu'elles sont toutes 
proportionnelles aux cosinus des moitiés de ces angles; etc. 

Supposons actuellement que nos trois corps soient tellement liés, que 
la somme des carrés de leurs distances mutuelles reste constante. 

La fonction /(/w, «, p) sera ici /w* 4- /i^ -h/?' ; et l'on aura 

f(m) = am, f(n) = 2/2, f{p) = 2/?. 

n faudra donc, pour l'équilibre, que chaque corps soit sollicité vers les 
deux autres par des forces proportionnelles à ses distances à ces deux 
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corps; d'où il est facile de voir que les trois forces uniques P, Q, R, 
qui agiraient sur ces points respectifs, sont dirigées vers leur centre de 
gravité, en les supposant de masses égales, et sont proportionnelles à leurs 
distances à ce centre. 

C'est, en effet, ce qui résulterait du plus simple raisonnement ; car, en 
vertu de l'équation /w^ -J- /i* -i-/?* = const.^ si Ton suppose deux des points 
devenus fixes, le troisième n'a plus que la liberté de décrire une sphère 
dont le centre est au milieu de la droite qui joint les deux autres : or la 
forc« qui le sollicite, dans le cas de l'équilibre, doit être normale à cette 
surface, et, par conséquent, les trois forces doivent être dirigées des trois 
angles du triangle vers les milieux des côtés opposés, et se croiser ainsi 
au centre de gravité de ce triangle; il est clair ensuite qu'elles sont entre 
elles comme les distances des angles à ce point. 

Mais ici on ne peut plus construire le système comme on l'a fait dans 
l'exemple précédent; il faudrait un fil d'une espèce particulière, où les 
corps pussent rouler de manière que la somme des carrés de leurs dis- 
tances fût toujours la même, et nous ne connaissons pas de fil qui ait cette 
propriété. Mais, de quelque façon qu'un pareil système puisse être exé- 
cuté, qu'il soit même possible ou non , peu importe à la théorie ; notre 
objet n'est pas de le faire, mais de trouver les forces d'équilibre qui ré- 
sultent nécessairement de sa définition, et le problème est résolu dans 
toute sa pureté. 

Que si l'on avait un plus grand nombre de corps liés de manière que la 
somme des carrés de toutes leurs distances mutuelles dût demeurer con- 
stante, on verrait de même que, pour l'équilibre, tous ces corps doivent 
être sollicités les uns vers les autres proportionnellement à leurs dis- 
tances ; de sorte que les forces totales qui les animent respectivement sont 
dirigées vers le centre de gravité de tous ces points, considérés comme 
égaux en masse, et sont proportionnelles aux distances de ces points à ce 
commun centre. 

Si la fonction des distances mutuelles était 1 1 1 h... 

m n p q 

en prenant les fonctions primes^ on aurait 

f(p) = -p^ /'(^)=-^'etc.; 

et tous les corps, dans le cas de l'équilibre, devraient être sollicités les uns 
vers les autres en raison inverse des carrés de leurs distances mu- 
tuelles, etc., etc. 

On pourrait multiplier les exemples; mais ceux-ci suflisent, et je re- 
viens à la question générale. 
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lyun système où les points sont liés par plusieurs équations quelconques 
entre leurs distances mutuelles. 

Supposons actuellement que les points du système soient tellement 
liés, qu'on ait toujours entre leurs distances mutuelles les équations sui- 
vantes : 

f(m, n, p, q, ry..,) = L = const.y 

<p(/ii, n, p, q, r, . ..) =M= const,, 

iKm, n, Pj <7, r, . ..) = ]V= const,, 
etc., 

de sorte que le système puisse affecter toutes les figures où ces équa- 
tions subsistent, et n'en puisse affecter aucune où elles cesseraient d'avoir 
lieu. 

Premièrement, par cela seul que les points du système sont liés entre 
eux par la première équation L = const,, on peut leur appliquer les 
forces respectives 

v/(è)"+(^)*+(^)'' 



etc. ; 



\ désignant un coeflBcient quelconque indéterminé, et chaque force étant 
normale à la surface représentée par l'équation L = const,^ lorsqu'on y 
regarde les trois coordonnées du point d'application comme seules varia- 
bles ; et l'on est sûr que ces forces se font équilibre sur le système. 

En second lieu, parce que les points sont liés entre eux par la seconde 
équation M — const,, on peut leur appliquer encore les force» res- 
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pectives 



IfdMy . [dMy /dMY 

IfdMy . (dMy . (dMy 

etc.; 

f< étant un nouveau coefGicient indéterminé, et chacune de ces forces étant 
normale à la surface représentée par l'équation M = const, , lorsqu'on y 
regarde les coordonnées du point d'application comme seules variables. 

De même, en désignant par v un coefficient indéterminé comme les pré- 
cédents, on peut encore appliquer aux points du système les forces res- 
^lectives 

etc. , 

dirigées suivant les normales aux surfaces respectives représentées par 
Fécfuation N= const., lorsqu'on y regarde successivement, etc. 

Et ainsi de suite pour les autres équations qui lient les points du sys- 
tème. 

Il est bien manifeste qu'il y aura équilibre en vertu de toutes ces forces, 
puisqu'il y aurait équilibre en particulier dans chaque groupe relatif à 
chaque équation. 

Mais on pourrait demander si ces forces, 'ou leurs résultantes aux dif- 
férents points, sont les seules qui puissent se faire équilibre sur le sys- 
tème; si, par la simultanéité des équations L = const., M = const,, 
iV= const. y etc., les points ne pourraient pas devenir capables d'autres 
résistances que des résistances composées de celles qui naîtraient succes- 
sivement de ces équations, si elles avaient lieu Tune après l'autre. 

Pour répondre à cette question, j'observe qu'au moment de l'équilibre 
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du système, chaque équation peut être regardée comme tenant Heu de 
certaines forces : car si Ton venait à supprimer tout à coup cet^e équa- 
tion, l'équilibre serait rompu; mais il est clair qu'il y aurait de certaines 
forces propres à empêcher cette rupture, et qui remplaceraient parfaite- 
ment réquation absente. Si donc on imagine que toutes les équations, 
hors la première, Soient actuellement remplacées par des forces conve- 
nables, les points ne se trouvant plus liés entre eux que par la seule équa- 
tion L = const.y il est nécessaire que toutes les forces appliquées soient 
réductibles à des forces proportionnelles aux fonctions 






etc.; 

d'où Ton voit que cette équation, dans l'équilibre du système, ne peut 
tenir lieu que des mêmes forces dont elle pourrait tenir lieu si elle était 
seule. Ainsi, les forces qui peuvent se faire équilibre sur un système dé- 
fini par plusieurs équations ne sont autre chose que les forces composées 
de celles qui s'y feraient équilibre séparément en vertu de chaque équa- 
tion (i). 

Lorsque les points du système ne sont liés que par une seule équation, 
le cas de l'équilibre est unique ; je veux dire qu'il n'y a, pour chaque 
figure où peut passer le système, que des forces P, Q, R, etc., de direc- 
tions et de proportions déterminées, qui puissent s'y faire équilibre. Mais 
lorsqu'il y a deux équations L = const, , M = consî, , l'équilibre n'est 
plus unique ; et il y a pour une même figure une infinité de groupes de 
forces qui peuvent se faire équilibre sur le système. En effet , au moyen 
des deux indéterminées X et fx qui affectent les deux composantes 

de chaque force, on peut varier les directions et la proportion de ces forces 
(i) Voir, sur ce point, la Note II. 
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d'une infinité de manières. Seulement il faut observer que chacune d'elles 
ne sortira pas d'un plan déterminé : car la première composante est nor- 
male à la surface représentée par l'équation L = const, , lorsqu'on y re- 
garde lés coordonnées du point comme seules variables; la seconde est 
normale à la surface représentée par l'équation M = const,^ lorsqu'on y 
regarde les mêmes coordonnées comme seules variables. La résultante est 
donc située sur le plan perpendiculaire à l'intersection dé ces deux sur- 
faces. C'est, en effet, ce qui doit avoir lieu ; car, si l'on vient à fixer tous 
les points du système, hors celui dont il s'agit, il n'aura plus que la liberté 
de se mouvoir le long de cette intersection, comme dans un canal infini- 
ment étroit : or, l'équilibre n'étant point troublé par l'hypothèse, il faut 
nécessairement que la force appliquée soit actuellement perpendiculaire à 
la direction de ce canal. 

Quand il y a plus de deux équations qui lient les points du système, 
l'indétermination du cas de l'équilibre est encore plus étendue ; et, pour 
les points dont les coordonnées se trouvent à la fois dans trois équations, 
les forces appliquées peuvent avoir des directions quelconques. Les trois 
indéterminées \ f*, v, qui affectent alors les trois composantes de chaque 
force, peuvent donner à cette force une direction arbitraire dans l'espace. 
C'est ce qui s'accorde encore avec notre principe; car si Ton suppose de- 
venus fixes tous les points hors celui que je considère, comme ses coor- 
données entrent à la fois dans trois équations, ce point ne conserve plus 
aucune liberté dans l'espace; ainsi, la force qui le sollicité n'est obligée à 
aucune direction déterminée (i). 

IV. 

jyun système ou les points sont liés par des équations quelconques 
entre leurs coordonnées» 

Jusqu'ici nous n'avons considéré qu'un système entièrement libre, c'est- 
à-dire dont les points ne se trouvent liés que par des équations entre leurs 
distances mutuelles; mais il est bien facile d'étendre la loi que nous avons 
trouvée à un système où les points seraient liés par des équations entre 
leurs coordonnées relatives à trois axes fixes dans Pespace, Ce n'est pas 
que les fonctions Z, J/, N^ etc., des distances mutuelles m, /i, p^ q, etc., 
ne puissent être regardées comme fonctions des coordonnées or, /, z ; x\ 



(i) Au reste, il faut bien entendre ceci : les directions des forces ne sont pas 
toutes indéterminées; s*il n'y avait, par exemple, que trois équations, une fois 
que Ton aurait disposé de >l, fij v pour donner à Tune des forées une direction 
arbitraire, les directions et la proportion des autres seraient nécessairement 
déterminées. 
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y\ i\ etc., au moyen des expressions v/(j:— j:' )'+(/— j')*4-(z—z')', etc., 
qu'on y substituerait à la place des lignes m, etc. ; mais elles ne contiennent 
alors ces coordonnées a:, j, z\ x\ y\ z\ etc., que d'une certaine manière^ 
et nous voulons passer au cas où elles en seraient des fonctions quel 
conques. 

Pour cela, reprenons notre système libre de Tarticle précédent, et, choi- 
sissant à volonté trois points de ce système, menons de chacun des autres 
trois lignes à ces points, et supposons, ce dont on est toujours le maître, 
que, dans les équations L = const., M~ const,y N= const., etc., il 
n'entre que ces distances et celles qui joignent nos trois points deux è 
deux. 

Si Ton suppose alors que ces trois points deviennent fibres, les forces de 
l'équilibre n'en sont pas moins exprimées par les mêmes fonctions qu'au- 
paravant ; seulement les trois points devenus fixes supporteront des pres- 
sions égales et contraires aux forces qu'il aurait fallu y appliquer s'ils 
étaient restés libres avec les autres. Actuellement, faisons abstraction de 
ces trois points, c'est-à-dire regardons les autres comme formant à eux 
seuls un système qui est celui que nous avons en vue. Les équations entre 
leurs distances aux trois points fixes deviendront des équations quelcon- 
ques entre les coordonnée qui déterminent leurs lieux dans l'espace : ce- 
pendant les forces de l'équilibre seront exprimées comme auparavant. Ges^ 
forces, il est vrai, ne se feront plus équilibre entre elles seules, comme 
dans le cas du système libre, oii nous les avons vues se décomposer en 
forces, deux à deux égales, et contraires, suivant les droites qui joignent 
les points ; et même il pourra souvent arriver qu'il n'y ait aucune action 
directe entre ces mêmes points. Mais, pour concevoir alors comment l'é- 
quilibre s'opère , il faudra supposer qu'on restitue ces trois points fixes 
avec lesquels les premiers sont en liaison tacite ; et c'est par ces points, 
comme par des espèces de poulies de renvoi, que ceux du système réagi- 
ront les uns sur les autres, et entretiendront la loi de leurs résistances 
respectives de la même manière que si tout était libre dans l'espace. 

Voilà précisément ce qui arrive quand on considère un système dont 
les points sont liés par des équations quelconques entre leurs coordonnées. 
On ne voit actuellement que les points dont les coordonnées paraissent dans 
ces équations, et l'on ne peut plus expliquer l'équilibre entre ces seuls 
corps : c'est qu'en se donnant une équation quelconque entre les coordon- 
nées de plusieurs points, on introduit tacitement des objets fixes exté- 
rieurs, auxquels les points se trouvent liés, et souvent par lesquels seuls ils 
peuvent se communiquer leur action réciproque. Mais si Ton imagine alors 
qu'on ait pris trois points quelconques dans l'espace, et qu'on ait changé les 
coordonnées primitives en d'autres qui soient, pour chaque point, ses dis- 
tances à ces trois foyers, en ajoutant ces> trois points au système, et con- 
sidérant le tout comme libre, on trouvera pour les forces la même exprès- 
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sion que nous avons donnée plus haut ; et si Ton ne veut plus compter 
ensuite les trois forces appliquées aux trois foyers, parce qu'en les sup- 
posant fixes, ils n'ont pas besoin d'être retenus par des forces actuelles, 
et qu'ils trouvent en eux-mêmes les résistances nécessaires pour l'équi- 
libre, on n'aura égard, comme on le fait ordinairement, qu'à celles des 
points du système proposé, lesquelles auront entre elles les mêmes rela- 
tions qu'auparavant, et se déduiront immédiatement des équations don- 
nées, sans leur faire subir aucune transformation. 

Et de là résulte enfin ce théorème, qui est l'objet principal du Mé- 
moire : 

Quelles que soient les équations X = o, etc., qui régnent entre les 

-coordonnées des différents points dun système^ chacune cPelleSy pour Pé- 

quUibre, demande qu^on applique à ces points, le long de leurs coordon- 

' nées y des forces quelconques proportionnelles aux fonctions primes de 

cette fonction Z, relativement à ces coordonnées respectives. 

Ainsi, en représentant par Z = o, i!/= o, etc., des équations quel- 
conques entre les coordonnées or, ^, z; x\ y\ z\ etc., des diflTérents 
points, et par \ pt, etc., des coeflBcients quelconques indéterminés, on 
aura, pour les forces totales, X, Y, Z; X', Y', Z', etc., qui doivent être 
appliquées à ces points suivant leurs coordonnées : 



(A) 






\dy') 



ÀiA\ 



etc., 



etc. 



Si Ton élimine de ces équations les indéterminées X, (x, etc., il restera 
les conditions de l'équilibre proprement dites, c'est-à-dire les relations qui 
doivent avoip lieu entre les seules forces appliquées et les coordonnées de 
leurs points d'application pour l'équilibre du système. 

Les équations (A) sont en même nombre que les coordonnées de tous 
les points, et les indéterminées >, fi, etc., en m<^me nombre que les équa- 
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tions de condition Z = o, M=o^ etc. Le nombre des conditions de Té' 
quiiibre est donc égal à celui de toutes les coordonnées, moins le nombre 
des équations qui les lient; par c>onséquent, les conditions de l'équilibre 
diminuent à mesure que celles de la liaison augmentent. Mais comme, 
pour un système entièrement libre et dont le nombre de points est A, il ne 
pourrait pas y avoir plus de 3 A — 6 équations de condition , auquel cas 
la figure serait entièrement déterminée, il s'ensuit que, pour l'équilibre 
d'un tel système, il reste toujours six conditions nécessaires, comme nous 
le. savions d'ailleurs. 

En général, on voit que les équations de l'équilibre, réunies aux équa- 
tions de condition, suffiront pour résoudre tous les problèmes qu'on 
pourra se proposer sur l'équilibre du système. Par exemple, on peut se 
donner les forces appliquées X, Y, Z; X', Y', Z', etc., et demander la 
figure que doit prendre le système pour se mettre en équilibre eti verta 
de ces forces. Dans ce cas, les équations réunies dont je viens de parîer, 
et dont le nombre est égal à celui de toutes les coordonnées, serviront à 
les faire connaître, et, par conséquent, les lieux des différents corps dans 
l'espace. Mais si l'on se donnait la figure du système, c'est-à-dire les coo^ 
données de tous les points, et qu'on demandât les forces capables de faire 
prendre au système cette figure, comme les forces X, Y, Z ; X', Y', Z', etc., 
qui seraient alors les inconnues, ne se trouvent que dans les équations de 
l'équilibre, et n'entrent point dans les équations de condition, on aurait 
moins d'équations que d'inconnues, et le problème demeurerait indéter- 
miné : d'où l'on voit que, pour une même figure du système, il y a une 
infinité de groupes de forces capables de s'y faire équilibre; ce qui s'ac- 
corde encore avec ce que nous avons trouvé précédemment; etc., etc. 

Mais je passe à la conclusion générale, où Ton rappelle sous un même 
point de vue le problème de l'équilibre et celui du mouvement. 



Conclusion de ce Mémoire, 

Les lois de l'équilibre et du mouvement d'un point libre sont connue» 
et parfaitement démontrées; mais, s'il y a plusieurs points liés entre eux 
par des conditions quelconques , quelles seront les lois de l'équilibre et 
du mouvement de tout le système? Voilà le problème général de la Méca- 
nique. 

Or l'idée la plus naturelle dans cette recherche est de considérer que, 
si tout le système est actuellement en équilibre, chaque point doit être en 
équilibre de lui-même, en vertu des forces qui lui sont immédiatement 
appliquées, et des résistances qu'il éprouve de la part des autres, à cause 
de sa liaison avec eux. Et de même, quand le système entre en mouve- 
ment, chaque point doit se mouvoir comme s'il était libre, et qu'il obéit 
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aux forces qui le sollicitent et aux forces de résistance dont nous vencihs 
de parler. Si donc on savait évaluer ces résistances mutuelles, on n'aurait 
qu'à les combiner avec les forces immédiatement données par l'état de la 
question, et, posant les équations de l'équilibre ou du mouvement pour 
chaque point, comme s'il était parfaitement libre, on aurait tout ce qui 
serait nécessaire pour déterminer l'état du système dans l'espace, et le 
problème serait résolu. 

Toute la Mécanique se réduit donc à savoir estimer les résistances ré- 
ciproques que peuvent se prêter les différents points (Tun système^ en 
vertu des conditions qui les lient. 

Mais, pour donner là-dessus une règle générale, il faut nécessairement 
concevoir ces conditions exprimées sous une fonpe générale. Il faut com- 
mencer par établir une définition générale des systèmes; sans quoi la Mé- 
canique ne serait plus que l'énumération des cas particuliers d'équilibre 
et de mouvement que l'on saurait résoudre, et il n'y aurait pas plus lieu 
de s'en proposer le problème général, que, dans la Géométrie, de chercher 
une règle générale des tangentes, si l'on ne supposait avant tout les courbes 
définies par leurs équations. 

Or, en supposant que les conditions qui lient entre eux plusieurs corps, 
et qui en font un système, consistent en ce que, dans toutes les positions 
où peuvent passer ces corps, il y ait des fonctions quelconques de leurs 
coordonnées qui doivent toujours demeurer nulles ou constantes, nous 
avons démontré qu'en vertu de chacune d'elles, les corps sont rendus ca- 
pables, suivant leurs coordonnées, de résistances simultanées proportion- 
nelles aux fonctions primes de cette fonction, relativement à ces coordon- 
nées respectives. 

On n'aura donc, pour résoudre les problèmes, qu'à prendre les résis- 
tances mutuelles des corps, d'après cette règle générale ; à combiner ces 
forces avec celles qui leur sont immédiatement appliquées, et à traiter 
séparément chacun d'eux comme s'il était libre. 

Ainsi, des équations précédentes (A), les trois premières peuvent être 
regardées comme les équations de l'équilibre du premier point, qui serait 
libre, mais sollicité à la fois par les forces appliquées X, Y, Z, et par les 
forces contraires 






qui naissent des équations Z = o, M = o^ etc. 
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De même les trois équations suivantes peuvent être considérées 
comme, etc. ; et ainsi des autres. 
Quant aux équations du mouvement , on lea formera en égalant Tex- 

pression générale •^- de la force accélératrice suivant chaque coordon- 
née X, à la força appliquée X, combinée avec la résistance 'suivant 
cette même coordonnée ; et Ton aura, pour le premier point, 

et de même, pour le second point, 

-5F = ^ + H^J "^ H^) "^ "**•• 

et ainsi de suite pour les autres points du système. 

Telles sont les équations générales du mouvement, d'où il s'agira de 
tirer, par le calcul intégral, la solution des problèmes qu'on pourra se pro- 
poser sur le mouvement du système. 

De la loi de l'équilibre établie ci-dessus, nous aurions bien pu conclure 
que si Ton trouble infiniment peu l'équilibre d'un système quelconque de 
corps, de manière que les conditions de la liaison ne soient pas violées, 
la somme des moments de toutes les forces appliquées, c'est-à-dire, sui- 
vant l'acception de Galilée, la somme de leurs produits par les chemins 
respectifs que parcourent leurs points d'application dans le sens de ces 
forces, doit toujours être égale à zéro ; ce qui constitue le principe des 
vitesses virtuelles. Mais ce principe n'est plus alors qu'un simple corol- 
laire de la théorie précédente, lequel, pour la solution des problèmes, 
n'aurait d'autre avantage que de nous ramener à la règle générale d'où 
nous l'aurions tiré lui-même, et ne se ferait même bien entendre que par 
cette règle. 

On voit encore qu'il a été inutile de rappeler le fameux principe de 
(FÂlembert, qui réduit la Dynamique à la Statique. En vertu de ce prin- 
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cipe, si Ton décompose chaque mouvement imprimé en deux autres, dont 
le premier soit celui que le corps prendra réellement, tous les seconds 
doivent se faire équilibre entre eux ; c*estrà-dire que si Ton décompose 
chaque mouvement imprimé, en deux, dont l'un soit celui que le corps 
perd, Tautre sera celui qu'il prendra. Mais cela revient immédiatement à 
ce qu'on vient de dire, savoir, que le mouvement réel de chaque point est 
le résultat de son mouvement imprimé, et de la résistance qu'il éprouve par 
sa liaison avec les autres; ce qui est évident de soi-même. Ainsi, le prin- 
cipe de d'Alembert n'est, au fond, que cette idée simple, qu'on remarque 
à peine dans la suite du raisonnement, et qui ne revêt la forme d'un prin- 
cipe que par un certain tour d'expression qu'on lui donne. 

Cependant, comme on a vu que, pour avoir le mouvement de chaque 
peiat, il faut connaître la résistance qu'il peut Couver de la part des 
autres, et que, d'un autre côté, ces résistances mutuelles ne sont autre 
ehose que des forces qui se font équilibre à chaque instant sur le système, 
dans les figures successives où il passe, il en résulte non-seulement que 
les lois du mouvement peuvent être ramenées à celles de l'équilibre, 
comme on le savait déjà par le principe de d'Alembert, mais encore qu'elles 
doivent y revenir nécessairement d'elles-mêmes; que dans l'étude ordon- 
née des diverses parties de la Mécanique, on ne peut pas traiter l'équi- 
libre coHune un cas particulier du mouvement, et qu'il est dans la nature 
des choses que la Dynamique soit fondée sur la Statique. 
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NOTE I. 



Sur ce principe, que, dans Pequilibre des syrstèmes, chaque force doit être 
perpendiculaire à la surface ou à la courbe sur laquelle le point d'appli- 
cation n'aurait plus que la liberté de se mouw)ir, si tous les autres points 
devenaient fixes. 



Ce principe peut être regardé comme un élément de la théorie générale 
de l'équilibre; il est clair, parfaitement exact, et la vérité en est hors 
d'atteinte. En effet, on démontre que, si un point n'a d'autre liberté dans 
l'espace que celle de se mouvoir sur une surface ou sur une- ligne courbe 
fixement arrêtée, il n'y peut être en équilibre, à moins qtke la résultante 
des forces qui le sollicitent ne soit perpendiculaire à cette surface ou à 
cett« ligne courbe. 

Or, soit un système quelconque de points en équilibre en vertu d'au- 
tant de forces appliquées, de sorte qu'il n'y ait qu'une seule force pour 
chaque point. L'équilibre ne sera pas troublé si Ton fixe tous les points, hors 
un seul, et qu'on supprime ensuite toutes les forces appliquées aux points 
devenus fixes. Il ne restera donc à considérer qu'un seul point et la force 
unique qui le sollicite. Mais si , par la nature du système, quand on fixe 
tous les points hors un seul , celui-ci ne conserve plus que la liberté de 
se mouvoir sur une certaine surface ou sur une courbe, il est précisément 
dans le même cas que s'il y eût été placé d'abord comme sur un objet 
fixement arrêté; et puisqu'il y est en équilibre, il faut que la force i^i^o^ 
qui le sollicite soit perpendiculaire à cette surface, ou à cette ligne 
courbe. 

Mais on voit que, pour la rigueur de la démonstration, il faut entendre 
simplement la surface, ou la courbe que le point pourrait décrire dans le 
cas où l'on fixerait tous les autres points du système, sans exception? car, 
si l'on ne fixait qu'une partie des autres points, il ne serait plus permis 
de supprimer, comme on Va fait, toutes les autres forces du système, et 
de ramener ainsi la question au cas où il n'y a plus qu'un seul point et 
une seule force à considérer. Je vais éclaircir ceci par un exemple. 

Dans le système formé de trois points A, B, C, liés entre eux de manière 
à ne pouvoir changer leurs distances mutuelles, en considérant le point A 
par exemple, si l'on ne supposait devenu fixe qu'un seul des deux autres, 
comme le point C, on verrait que le point A n'a plus que la liberté de 
décrire une sphère autour du point C comme centre : d'où il paraîtrait 
s'ensuivre que, pour l'équilibre, la force appliquée en A doit être normale 
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à cette sphère, et, par conséquent, dirigée vers le point C; ce qui n'est 
pas nécessaire. 

Mais si Ton suppose rendus 6xes à la fois les deux points B et C, le point 
A n'a plus que la liberté de décrire un arc de cercle autour de la droite 
BC, comme axe de révolution ; et Ton peut ici rigoureusement conclure 
que la force appliquée doit être perpendiculaire à la direction de cet arc 
de cercle, condition qui n'oblige la force qu'à se trouver située, d'une ma- 
nière quelconque, dans le plan des trois points A, B, G, comme on sait 
que cela*doit être. 

Quand on ne fixe qu'un seul point C, il est bien vrai que le point A ne 
peut plus se mouvoir que sur une sphère déterminée; mais observez qu'il 
ne peut le faire sans entraîner l'autre point B, lequel étant sollicité par 
une force (qu'on n'a pas pu supprimer, puisqu'il est resté mobile), réagit 
nécessairement sur le point A. Dans cette hypothèse donc, la force que l'on 
voit appliquée en A n'est pas la seule qui sollicite ce point; et il n'est pas 
nécessaire qu'elle soit perpendiculaire à la surface qu'il pourrait décrire, 
puisque, d'après le principe même, cela ne convient qu'à la résultante de 
toutes les forces qui pourraient agir sur le point que l'on considère. Il 
n'en est pas de même quand on suppose rendus fixes à la fois les deux 
points B et C : la force appliquée au point A est alors la seule qui le presse, 
puisqu'on peut regarder les deux autres forces du système comme suppri- 
mées; et, par conséquent, il est nécessaire ici que la force appliquée soit 
perpendiculaire à la direction de la courbe où le point* conserve encore la 
liberté de se mouvoir. 

Au reste, on pourrait encore appliquer le principe dans la première hypo- 
thèse; mais, pour être exact, il faudrait commencer par prendre l'action du 
point B sur le point A, combiner ensuite cette force avec celle qui y est 
immédiatement appliquée, et l'on trouverait que la résultante de ces deux 
forces doit être normale à la sphère dont il s'agit, comme cela a réelle- 
ment lieu. 

Mais il est bien plus clair et plus simple de n'employer ce principe que 
selon l'énoncé qu'on en a fait au commencement de cette Note. On ne s'en 
est même servi dans le Mémoire que pour les systèmes où les points ne 
sont liés que par une seule équation : il n'y a pas là deux manières de l'en- 
tendre; car, s'il n'y a qu'une seule équation entre les coordonnées des 
points, il faut nécessairement les supposer fixes tous, hors un seul, pour 
que celui-ci devienne assujetti à ne pouvoir plus que décrire une surface. 
Si l'on en laissait seulement un autre mobile, celui que l'on considère ne 
serait gêné d'aucun côté dans l'espace; il pourrait encore s'y mouvoir en 
tous sens, et il n'y aurait plus lieu de rien tirer de cette hypothèse pour 
la direction que doit avoir la force appliquée dans le cas de l'équilibre. 

Puisque, dans la théorie générale de l'équilibre, il a suffi de considérer 
ce principe dans un cas où il n'offre pas la plus légère difficulté, et que 

«9 
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tout le reste s'en trouve déduit avec rigueur, on aurait pu se dispenser 
d'y revenir dans cette Note, et de lever des difficultés qui ne peuvent pas 
naître. Mais nous avons voulu faire voir que ce principe est général, qu'il 
a lieu dans toutes les machines, et nous l'avons remarqué particulièrement 
dans le ieçier, pour nous conformer au désir que M. Lagrauge nous a fait 
l'honneur de jious témoigner à cet égard. Le levier n'est, en effet, que le 
système de l'exemple précédent, où l'un C des trois points A, B, C est véri- 
tablement fixe. On ne considère plus alors que l'équilibre des deux forces 
appliquées aux deux bouts A et B du levier, et le point d'appui C tient 
lieu de la troisième force. On voit donc que notre principe ne dit pas que 
les deux forces appliquées doivent être normales aux sphères que les deux 
bouts A et B du levier pourraient décrire autour du point d'appui C, mais 
bien qu'elles doivent être perpendiculaires aux arcs de cercles respectif 
que ces points pourraient décrire autour des droites CB et CA, comnie axes 
de révolution ; d'où il suit que les deux forces appliquées doivent être dam 
un même plan avec V appui; ce qui est, en effet, la première condition 
connue de l'équilibre du levier. 

Quant à la ^conde condition, elle résulte de ce qu'on a dit sur les sys- 
tèmes invariables : chacune des deux forces étant décomposée en deux 
autres, la première vers le point d'appui, la seconde vers l'autre bout du 
levier, les deux premières se trouvent toujours détruites par la résistance 
de l'appui; mais les deux secondes doivent être parfaitement égales et con- 
traires : d'où il suit que les deux forces appliquées sont réciproques à leurs 
distances au point d appui. 

Tout cel-a subsiste, quel que soit l'angle G du triangle ABC, et, par con- 
séquent, a Keu encore dans le cas où cet angle devient égal à deux droits. 
Les trois points A, C, B tombent alors en ligne droite : et c'est ainsi qu'on 
passe au levier droit, qui n'est qu'un cas particulier de celui que nous 
venons de considérer. Mais on n'y pourrait plus immédiatement appliquer 
les raisonnements qui précèdent; car les trois points A, C, B étant en ligne 
droite, si l'on en suppose deux fixes, le troisième se trouve tout à fait 
arrêté; ce qui n'apprend plus rien pour les directions des forces, ou ce qui 
semblerait dire qu'elles peuvent être dirigées d'une manière quelconque. 
D'un autre côté, on ne peut plus décomposer chacune d'elles en deux au- 
tres, suivant les mêmes lignes que ci-dessus, puisque ces lignes n'en font 
plus qu'une seule. Aussi, pour comprendre et bien expliquer l'équilibre du 
levier droit ACB, faut-il le supposer d'abord courbe, ou un peu coudé au 
point d'appui C, comme Ta fait Newton, et après lui d'Alembert dans son 
Traité de Pynamique, 

On voit reparaître alors les vraies conditions de l'équilibre du levier, et 
même la manière dont les forces y réagissent l'une sur l'autre. Que si la 
marche paraît indirecte et la démonstration peu naturelle, en ce qu'on 
parait déduire une chose simple d'une chose composée, c'est qu'on ne fait 
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pas assez d'attention à l'idée de roideur, qui paraît simple et qui est réel- 
lement complexe. Pour écrire, en effet, que trois points A, C, B font un 
système roide, il faut nécessairement écrire que leurs trois distances mu- 
tuelles sont séparément invariables, et cela, que les trois points soient en 
ligne droite ou non. Il n'y a donc, pour Tobjet que Ton a en vue, rien de 
plus simple dans un cas que dans l'autre. Mais si, dans le cas où les points 
sont en ligne droite, la loi de leur équilibre ne se montre plus aussi bien, 
ou même nous échappe, il sera très-naturel de supposer d'abord que les 
trois points ne sont pas en ligne droite, d'y voir alors la loi de l'équilibre» 
et de la suivre jusqu'au cas où les points redeviennent en ligne droite. 
C'est ainsi que dans l'Analyse, pour trouver les vraies valeurs de certains 
symboles algébriques, il ne faut plus les considérer en eux-mêmes, mais 
remonter aux fonctions qui les ont pu produire par l'hypothèse de quel- 
ques valeurs particulières attribuées aux variables. 

Ce qu'on vient de dire donne la vraie cause de l'équilibre du levier. Dans 
la nature, un levier droit, sans épaisseur, est impossible : il serait rompu 
par la plus petite force transversale. La destruction des forces ne peut s'y 
opérer que par sa résistance longitudinale, et, par conséquent, il faut tou- 
jours que ces forces puissent se décomposer en d'autres qui se détruisent 
dans Vintérieur du levier lui-même. 



NOTf, IL 

Sur ce point de doctrine^ qiœ les seules forces capables cVétre en équi- 
libre sur un système défini par plusieurs équations ne sont autre chose 
que les composées de celles qui s* y feraient séparément équilibre en 
vertu de chacune de ces équations* 

S'il pouvait rester dans l'esprit quelque doute sur cet important théo- 
rème, qui n'a paru, dans le Mémoire, que comme une conséquence rapide 
tirée d'un raisonnement assez délicat, voici une autre manière de l'établir 
et d'en mettre la vérité à l'abri de toute objection. 

Soit, pour abréger le discours, l'exemple d'un système où les points ne 
sont liés que par les trois équations 

/ f[m^ /2, /?, 7, r, A, etc,) = const», 

(A) I cp(/w, «, /?, y, /•, s, etc.) = const., 

I i}/(//î, «, /?, q, r, .V, etc.) = const,, 

entre leurs distances mutuelles m, «, p, ^, /*, .v, etc. 

Nous avons démontré que si ces points sont sollicités les uns vers les 
autres suivant leurs distances /w, /i, /?, 7, r, s, etc., par des forces égales 

'9- 
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et contraires dont les valeurs respectives, désignées par M^ N, P, Q, R, 
S, etc., soient exprimées par les formules suivantes : 

N = >/'(/i)-hfxf'(/i) + 4'(«), 

. p = >/'(A') + p?'(;^)-f-vf(/.), 

Q = >/'{y)-f-pf(^)4-vf(^), 
R = >/'(r)4-fxy'(r)4-vf(r), 
S = X/'{5)+f.cp'(.) + vf (,), 
etc., etc.; 

toutes ces forces seront en équilibre sur le système, et cela quelles que 
soient les valeurs qu'on veuille donner aux trois coefficients >, ft, v. n est 
clair, en effet, que Tensemble de ces forces peut être vu comme la réu- 
nion de trois groupes partiels, dont chacun, relatif à chaque équation, 
serait en équilibre à part, en vertu de cette seule équation (titre II du 
Mémoire), 

Or, maintenant, je dis que ces forces (ou leurs diverses résultantes A, 
B, G, D, etc., aux divers points a,b^ c^ d, etc., du système) sont les 
seules forces qui puissent se faire équilibre : c'est-à-dire que si l'on en 
veut supposer d'autres aussi en équilibre, et qui, par cela même, seraient 
aussi décomposables en forces deux à deux égales et contraires de valeurs 
M', N', P', Q', R', S', etc., dans les mêmes lignes /w, n, p, q, r, s^ etc., on 
trouvera que ces nouvelles forces rentrent toutes nécessairement dans les 
mêmes expressions que les premières M, N, P, Q, R, S, etc. 

Pour le démontrer, je remarque d'abord qu*on peut toujours, au moyen 
des trois coefficients indéterminés ^, ^, v, faire rentrer trois quelconques 
de ces forces, et par exemple , les trois premières M', N', P', dans les 
mêmes expressions que les trois correspondantes M, N, P, et poser ainsi 
les trois équations 

M' = M, N' = N, P' = P; 

car il suffit de donner à X, ^, v les trois valeurs propres à vérifier ces équa- 
tions linéaires en >, p, v ; valeurs toujours déterminées, puisqu'on ne sup- 
pose entre iw, /i, /?, y, r, ^ , etc., que les trois équations (A), qui ^onl dif- 
férentes par hypothèse, Qi compatibles entre elles par la nature même de 
la question. 

Après avoir ainsi disposé de ces trois coefficients, on ne peut plus con- 
tinuer d'égaler chacune à chacune les forces qui restent , puisqu'elles se 
trouvent alors toutes déterminées ; mais on est toujours le maître de poser 
les équations 

Q' = Q-+-Xi R' = R + p, S' = S H- (T, etc., 
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en désignant par x , p, ff, etc., les valeurs des forces égales et contraires 
qu'il faudrait ajouter suivant les lignes q, r, ^, etc., pour remplir ces éga- 
lités. 

Ainsi, toutes les forces M', N', P', Q', R', S', etc., qu'on suppose en équi- 
libre sur le système, peuvent toujours être représentées par 

M, N, P, Q4-X, ï^ + P, S + <r, etc. 

Mais les forces 

M, N, P, Q, R, S, etc., 

considérées à part, se font équilibre : donc, en les supprimant, on trouve- 
rait qu'il y a équilibre entre les forces 

o, o, 0, x> P> ^y etc., 

qui agissent suivant les lignes respectives 

^j ^1 P) y> '*) «^î etc. 

Or, comme parmi ces nouvelles forces il y en a déjà trois nulles ddins les 
lignes /w, n, /?, je dis que l'équilibre des autres x> p, ^, etc., est impossible 
à moins que chacune d'elles ne soit aussi nulle; et par exemple, je dis que 
la valeur x des deux forces égales et contraires qui agissent dans la ligne q 
est nécessairement nulle d'elle-même. 

En effet, si les forces o, o, o, x> p, ^, etc., pouvaient se faire équi- 
libre sur le système proposé, où les points ne sont liés que par les 
trois équations données (A), à plus forte raison se feraient-elles équilibre 
si l'on ajoutait les nouvelles conditions que les distances mutuelles r, s, 
tf etc., soient rendues séparément invariables. Mais alors on pourrait; sans 
troubler l'équilibre, supprimer toutes les forces égales et contraires p, <t, 
T, etc., qui se détruiraient d'elles-mêmes. dans ces lignes roides. On con- 
clurait donc que l'équilibre reste entre les deux seules forces égales et 
contraires de valeur X) ^^ sollicitent l'un vers l'autre les deux points dont 
la distance mutuelle est q. Or maintenant, il est bien aisé de voir que cet 
équilibre est impossible à moins que x ^^ soit nulle d'elle-même. Et, en 
effet, malgré les trois équations données (A) et les équations ajoutées 
r = const., s = const,, t = const,, etc., nos deux points sont encore libres 
de se rapprocher ou de s'éloigner l'un de l'autre, puisque les quatre dis- 
tances mutuelles m, n, /?, q, restées seules variables, ne se trouvent liées 
que par les trois équations données (A). Une quelconque de ces distances, 
et par exemple y, peut donc varier à volonté; et les deux forces égales et 
contraires x produiront nécessairement cette variation. Car, bien qu'on ne 
puisse faire varier la distance q sans forcer les trois autres m, /z, p, de 
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prendre des variations déterminées en conséquence des trois équations (A). 
comme il n*y a, suivant ces trois lignes m, /?,/?, que des forces nulles pour 
s'opposer à ces trois variations, il s'ensuit qu'il n'y a rien dans le système 
qui puisse empêcher les deux forces x ^^ produire la variation de la dis- 
tance ^des deux points qu'elles sollicitent en sens contraires, et que, par 
conséquent, il ne peut y avoir équilibre à moins que x ne soit nulle d'elle- 
même. 

On voit donc que toutes ces forces x, p? ^i '^^ etc., sont nécessairement 
nulles, et que les forces proposées M', N', P', Q', R', S', T', etc., par cela 
seul qu'on les suppose capables d'être en équilibre sur le système, doivent 
rentrer toutes dans les mêmes expressions que les premières M, N, P, Q, 
R, S, T, etc. Ce qi^ il fallait démontrer. 

Cette démonstration est générale. C'est uniquement pour abréger le dis- 
cours qu'on a pris l'exemple d'un système où les points ne sont liés que 
par trois équations; mais il est clair que notre raisonnement n'emprunte 
rien de cet exemple, et qu'il se ferait de la même manière si les points 
étaient liés par un nombre quelconque d'équations. Ainsi, le théorème qui 
fait l'objet de cette Note se trouve complètement démontré. 

De plus, il faut remarquer que notre théorème ne convient pas seule- 
ment à un système libre, et où , par conséquent , la liaison des corps ne 
peut jamais consister que dans des équations données entre leurs distances 
mutuelles : il est également vrai pour un système de points liés par des 
équations quelconques entre leurs coordonnées relatives à des objets fixes; 
car il est facile de ramener la considération d'un tel système à celle d'un 
système entièrement libre, comme on l'a vu au titre FV de notre Mémoire. 
On peut donc dire, de la manière la plus générale, que Péquilibre cPun 
système quelconque défini par plusieurs équations peut toujours se décom- 
poser en autant d'équilibres ^ dont chacun, relatif à chaque équation, a 
réellement lieu à part, en vertu de cette seule équation. C'est, «i quelque 
sorte, la superposition de tous ces équilibres partiels qui fait l'équilibre 
général du système. 

Mais il y a encore quelques conséquences délicates à tirer de cette ana- ^ 
lyse. 

En Mécanique, on pourrait nommer simple tout système où les points 
ne sont liés que par une seule équation : car il n'y a alors que' des forces 
de proportion et de directions déterminées qui puissent s'y faire équilibre. 
Ce groupe de forces est donc simple, ou indécomposable en groupes diffé- 
rents capables d'un équilibre séparé. Or, de l'analyse qui précède, il ré- 
sulte que, dans chaque cas d'équilibre, on peut toujours voir conune 
simple un système quelconque complexe, c'est-à-dire dont les points sont 
liés à la fois par plusieurs équations. 

En effet, qu'on multiplie respectivement ces équations par des co^Scients 
constants indéterminés >, f/, v, etc., et qu'on les.ajoute toutes ensemble 
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pour n'en former qu'une seule équation qui peut être nommée la résul- 
tante; if sera toujours permis de supposer que les points du système ne 
sont liés entre eux que par cette seule équation. Car, si l'on en tire, sui- 
vant cette hypothèse, les expressions des forces capables de l'équilibre, on 
est sûr que ces expressions, au moyen des coefficients indéterminés \ p, 
V, etc., qu'elles renferment, seront propres à représenter tous les groupes 
imaginables de forces capables d'être en équilibre sur le système complexe 
dont il s'agit. 

Considérons un de ces groupes en particulier, et, par conséquent, don- 
nons à 'ky fx, V, etc., les valeurs particulières \^ f*,, v,, etc., qui répondent 
à ce groupe. L'équation résultante devient alors une équation tout à fait 
déterminée. Or il est clair que, pour ce groupe, on peut, sans que l'équi- 
libre soit troublé, supposer que les points ne sont plus liés entre eux que 
par cette seule équation, et supprimer, en conséquence, dans le système 
tous les divers liens représentés par les diverses équations, pourvu qu'on 
les remplace par le lien unique représenté par l'équation déterminée dont 
il s'agit. Ainsi le système complexe pourrait se transformer tacitement en 
un système simple sans que l'équilibre fût rompu. Voici la seule diiîérenc« 
de ces deux équilibres. Si l'on conserve entre les corps tous les liens don- 
nés, le groupe de forces pourra se décomposer en autant de groupes dif- 
férents dont chacun serait en équilibre à part en vertu de chaque lien : 
si l'on ne met entre ces corps que le lien unique dont j'ai parlé, le groupe 
de forces reste en équilibre, mais il devient indécomposable; il faut alors 
que toutes les forces y agissent à la fois ou que le groupe reste un, comme 
dans le cas d'un système parfaitement simple. 

On connaît cet axiome de toute évidence, qu'on ne trouble pas l'équi' 
libre de plusieurs corps en ajoutant, aux liens qu'on suppose déjà les unir 
entre eux, tant de nouveaux liens qu'on voudra : mais bn voit ici une 
espèce de proposition inverse qui ne paraît pas si évidente. C'est qu'on 
peut aussi, sans troubler l'équilibre, ôter tous liens donnés qui unissent 
les différents points d'un système, pourvu qu'on y substitue un seul lien 
convenablement choisi : de sorte que ces points peuvent passer de l'état 
de la plus grande dépendance à celui de la plus grande liberté, sans ces- 
ser d'être en équilibre sous l'action des mêmes forces (j'entends ici la plus 
grande liberté que des points puissent avoir quand ils font encore un 
système, c'est-à-dire lorsqu'ils restent liés ensemble au moins par une 
équation). 

Cette équation, qui peut tenir lieu de toutes les autres, s'en déduit faci- 
lement , comme on l'a vu tout à l'heure : mais on peut aussi la trouver, 
ou du moins en former une équivalente, sans connaître en rien les équa- 
tions du système : il suffit de connaître le groupe des forces qu'on y sup- 
pose en équilibre. Car soient M, N, P, Q, R, S, etc., les valeurs actuelles^ 
de ces forces décomposées suivant les distances mutuelles ///, /i, />, ^, /•, 
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s^ etc., des différents corps; il est clair qu'on peut prendre, pour repré- 
senter le lien cherché, la simple équation linéaire 

M/w4-N/î4-P/?4-Qy-hRr + Sj + etc. = const. 

C'est ce qui résulte évidemment de notre analyse; car, en prenant les 
fonctions primes du premier membre, on trouverait sur-le-champ M, N, 
P, etc., pour les forces de Téquilibre. Mais c'est ce qu'on pourrait voir 
aussi par la simple théorie des polygones funiculaires : car la liaison ex- 
primée par réquation précédente peut être réalisée, en Mécanique, au 
moyen d'un seul fil flexible et inextensible. Supposons, en effet (ce qui est 
ici permis), que les forces M; N, P, Q, R, S, etc., soient commensurables 
entre elles, et prenons pour unité la demi commune mesure. Les valeurs 
M, N, P, etc., deviendront des nombres entiers et tous pairs. Or on peut 
démontrer que, dans ce cas, il est toujours possible de conduire par tous 
les points du système, comme par autant d'anneaux, un même fil qui re- 
vienne au point de départ, après avoir passé M fois sur la distance m, 
N fois sur la distance /i, P fois sur la distance 77, etc., de manière que la 
longueur totale de ce fil, qu'on pourra fermer, soit exprimée par 

M/w-hN/i-hP/>-hetc. 

Si donc ce fil flexible, le long duquel les points peuvent couler librement, 
n'est pas susceptible de s'allonger, et que les forces agissent de manière à 
ce qu'il soit tendu, il représentera la liaison dont il s'agit. Or, pour l'équi- 
libre d'un tel système, il est bien évident que le fil doit avoir partout la 
même tension; que, par conséquent, les valeursdes forces égales et con- 
traires qui ont lieu entre les points, suivant leurs distances m, n, /?, Çj 
r, ^, etc., sont précisément entre elles comme les nombres M, N, P, Q, R, 
S, etc. : d'où l'on voit que les points a, &, c, d, e^ etc., du système ne 
peuvent être tenus en équilibre que par ces forces, ou par d'autres A, B, 
C, D, £, etc., qui soient capables de se décomposer en celles-là. Etc., etc. 



NOTE m. 



Démonstration du principe des vitesses virtuelles. Identité de ce principe 
avec le théorème général qui fait V objet du Mémoire précédera. 

On s'est contenté d'observer, dans le Mémoire, que du théorème où l'on 
est parvenu sur l'expression générale des forces de l'équilibre, on pouvait 
passer aisément au principe des vitesses virtuelles. Mais ce principe est si 
célèbre dans l'histoire de la Mécanique, que je ne puis m'empécber de 



ET MOLVEMEKï DES SYSTEMES. 297 

marquer en peu de mots ce passage ; et j'y reviens d'autant plus volon- 
tiers, que non-seulement le principe des vitesses virtuelles est un corol- 
laire de la proposition générale établie ci-dessus,' mais qu'il me parait 
encore identique avec elle lorsqu'on le regarde sous son vrai point de vue, 
«t qu'on l'énonce d'une manière complète. 

Soit le système défini par les équations suivantes entre les coordonnées 
des corps 

' /(•^, r, 2; ^\ fi ^\ etc.) = o, 
(A) \ ?(^, J, z\ x\ y\ z\ etc.) = o, 

etc. 

Supposons qu'on imprime à tous ces corps des vitesses quelconques 
qu'ils puissent avoir actuellement sans violer les conditions de la liaison : 
les coordonnés ^, y^z\ x\ y\ z\ etc., varieront avec le temps /, dont il 
faudra les regarder comme fonctions ; et, pour que les vitesses imprimées 

dx d'Y tl% djF 

dt ^ dF^ dt^ "dT^ ®*^*' soient permises par la liaison, comme on le sup- 
pose, il faudra qu'elles satisfassent aux équations 

(/'(x)J+/'w|+/'W^'+/'(-')?+etc. = o, 

( etc., 

tirées des précédentes (A) ; et il suffira qu'elles y satisfassent pour que les 
conditions de la liaison soient observées. 

Ou bien, si l'on multiplie ces équations par des coefficients quelconques 
indéterminés \ f*, etc., et qu'on les ajoute, il suffira que les vitesses satis- 
fassent à la seule équation suivante, indépendamment de X fx, etc., 

[X/'(x) + ixy'(a;) + etc.]J 
■[>/'(/) + P'ï'W + etc.] J 

■+ etc. /' 
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Or les fonctions qui multiplient les vitesses ~ 7 y-? -^i ^î etc., ne 

sont autre chose {d'après ce qui a été démontré ) que les expressions géné- 
rales des forces capables d'être en équilibre sur le système. Supposant 
donc des forces X, Y, Z; X', Y', Z', etc., qui s'y feraient actuellenoent 
équilibre, on aurait nécessairement 

Au lieu de trois composantes X, Y, Z, multipliées par les vitesses respec- 

dx d.Y fiz 

tives -7-7 -j.-i y î on peut mettre la résultante P, multipliée par la vi- 
tesse résultante-^) projetée sur la direction de P, et que je nommerai 
~; et de même pour les autres, et l'on aura 

dt^ dt "^ dt 

c'est-à-dire que, si des forces se font éqmlibre sur un système fjoelcon- 
que, la somme de leurs produits par les vitesses^ quelles qu'elles soient y 
qu'on voudra imprimer aux corps, mais que leur liaison permet, sera 
toujours égale à zéro, en estimant ces vitesses suivant les directions des 
forces. 

On voit par là qu'on peut prendre des vitesses quelconques finies, que 
l'on mesurerait par des droites quelconques qui seraient simultanément 
décrites par les corps, s'ils venaient tout à coup à rompre leur liaison et à 
s'échapper librement chacun de son côté. 

Quand on veut mesurer ces vitesses par les espaces mêmes que les corps 
décrivent réellement^ comme elles varient à chaque instant par la liaison 
des corps, il faut prendre ces espaces infiniment petits, sans quoi ils ne 
mesureraient plus les vitesses imprimées ; et c'est ainsi qu'on tombe dans 
les vitesses virtuelles proprement dites, où le principe vient perdre une 
partie de sa clarté. 

Il résulte, en efifet, de ce que nous venons de dire, que cette belle pro- 
priété de l'équilibre peut s'énoncer de la manière suivante : 

Lorsqu'on voit suivre aux différents corps d'un système des mouve- 
ments quelconques qui ne violent point la liaison établie entre eux, 
c'est-à-dire qui nous présentent continuellement le système dans des 
figures ou les équations de condition subsistent, on peut être sûr que 
les forces qui seraient capables de se faire équilibre sur une de ces 
figures, dans le moment où le système y passe, sont telles, que, multi- 
pliées par les vitesses actuelles des corps projetées sur leurs directions, 
la somme de tous ces produits est nécessairement égale à zéro. 



ET MOUVEMENT DES SYSTÈMES. 299 

Le principe, de cette manière, n'ofiPre plus aucune trace de ces idées de 
mouvements infiniment petits, et de perturbation d'équilibre qui parais- 
sent étrangères à la question, et qui laissent dans Tesprit quelque chose 
d'obscur. 

Lorsqu'il y a équilibre, il est clair que le principe a lieu pour tous les 
systèmes de vitesses que les points pourraient avoir en passant par la 
figure que l'on considère. 

Mais quand on veut partir du principe, et l'énoncer de manière qu'il 
assure l'équilibre, faut-il dire qu'il a lieu pour ce nombre infini de systèmes 
de vitesses? Il y aurait surabondance de conditions, et l'on voit qu'il suffit 
de dire que l'équation (D) doit se vérifier pour autant de systèmes de vitesses 
que les équations de condition (B) en laissent d'indépendantes, ou bien [en 
réunissant, comme on l'a fait ci-dessus, toutes ces équations en une seule (C) , 
au moyen des indéterminées \ p, etc.], il suffit de dire que l'équation (D) 
des moments doit se vérifier pour autant de systèmes de vitesses qu'il y a 

de ces vitesses -=- j -r-» -rî -t-j -t-? etc. Mais comme chacun de ces 
at at ctt fit fit 

systèmes de vitesses doit satisfaire à l'équation (C), par hypothèse, cela 

revient à dire que toutes les forces appliquées X, Y, Z; X', Y', Z', etc., 

flx cLy flZ fiJr tlV 

qui multiplient les vitesses -y- 5 -7^5 -rî t-î -t-> etc., dans l'équation 
dt fit at fit dt ' 

(D), doivent êtres toutes proportionnelles aux fonctions 



[>/'{x)+p<p'(x)+etc.], 


[V(r) + PT'tr) + etc.] 


[X/'(z) + f.ï'(z)+etc.], 


[X/'(^')-i-^tf(y)+elc.] 


[>/'(7') + FT'(/)+etc.], 


etc., 



qui multiplient les mêmes vitesses dans l'équation générale (C), qui fait 
régner entre elles les seules conditions que la liaison exige. Donc le prin- 
cipe des vitesses virtuelles, bien énoncé, c'est-à-dire avec toutes les idées 
qui peuvent le faire comprendre, est parfaitement identique avec le théo- 
rème général qui fait l'objet du Mémoire. Il dit exactement la même chose, 
savoir, que, pour l'équilibre, les forces appliquées suivant les coordonnées 
des corps, en vertu de chaque équation, doivent être proportionnelles aux 
fonctions primes de cette équation, relativement à ces coordonnées res- 
pectives : mais c'était là précisément ce quMl fallait démontrer. 

Au reste, on serait encore conduit à reconnaître cette identité en par^ 
tant de l'énoncé ordinaire du principe des vitesses virtuelles, et se rendant 
bien compte, avant tout, du vrai sens qu'on y doit attacher. En effet, le 
problème général de la Statique n'est pas seulement de chercher les rap- 
ports des forces qui se font actuellement équilibre sur le système, mais 
bien l'expression générale des forces qui peuvent s'y faire continuellement 
équilibre, dans toutes les figures où il peut passer en vertu des équations 
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de condition. L'équation générale donnée par le principe des vitesses vir- 
tuelles n'est donc pas^ s'il est permis de parler ainsi, la relation d'un in- 
stant; elle ne doit pas simplement considérer l'équilibre du système dans 
la figure où il est, mais encore dans toute la suite des figures où il peut 
être, puisque c'est cette suite de figures qui le caractérise et en constitue 
la définition. Ainsi, cette équation ne dit pas qu'A faut prendre pour les 
forces de tels nombres qu'elle en soit satisfaite, m^s ( puisque ces forces 
doivent varier avec la figure) qu'il faut choisir, pour les représenter, de 
telles fonctions des coordonnées, qu'elle demeure continuellement satis- 
faite, ou soit identique. Or, en vertu des conditions mômes, on sait qu'il 
doit régner entre les vitesses simultanées que pourraient avoir les corps 
une équation linéaire identique (G), dont les coefficients sont les fonctions 
primes des fonctions données par rapport aux coordonnées suivant les- 
quelles on estime ces vitesses. L'équation des moments dit donc que Les 
forces de l'équilibre doivent être représentées par ces fonctions primes; 
et, par conséquent, pour la démontrer, il fallait faire voir comment de telles 
forces se font eflfectivement équilibre, ou bien il fallait chercher directe- 
ment quelles fonctions des coordonnées peuvent représenter les forces de 
l'équilibre, comme nous l'avons fait d'abord. 

C'est pourquoi la plupart des démonstrations par lesquelles on a ramené 
le principe des vitesses virtuelles, ou à d'autres principes, ou à la loi con- 
nue de quelque machine simple, telle que le levier, etc., nous paraissent 
bien plutôt des preuves que de véritables démonstrations. Toutes, en effet, 
môme la plus heureuse, qui est de Carnot, se font sans rien emprunter de 
la définition générale du système, comme si la machine était , pour ainsi 
dire, voilée, et qu'on n'en vît sortir que les cordons où sont appliquées les 
puissances. On peut bien prouver, ou rendre sensible par quelque con- 
struction plus ou moins simple, que si Ton trouble un peu l'équilibre, ces 
puissances doivent ôtre dans un certain rapport avec les allongements 
permis de ces cordons; mais cela ne peut offrir que les rapports actuels 
des forces considérées comme nombres, et ne montre point du tout la 
forme d'expression qui leur est propre. Cette perturbation de l'équilibre 
n'apprendrait, dans aucun cas, à quelle machine on aurait affaire, et les 
mômes rapports pourraient s'offrir entre les forces appliquées, quoique les 
machines fussent de constitution tout à fait différente, et que chacune 
d'elles imprimât pourtant à l'expression des forces qui lui conviennent une 
forme différente, qu'on y devrait voir et retrouver sans cesse, si la diffi- 
culté du théorème était entièrement consommée. Ainsi, la propriété des 
vitesses virtuelles n'en restait pas moins mystérieuse, et l'on n'avait point 
de véritable démonstration, je veux dire une explication ouverte et claire, 
où l'on vît non-seulement que la chose se passe ainsi , mais qu'elle est 
encore une suite de la définition générale que soi-même on a donnée au 
système que l'on considère. 
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C'est peut-être par quelque vue semblable, et pour arriver à l'équation 
des moments virtuels comme à une équation identique , que M. Laplace 
' {Mécanique céleste, tomel, page^4o),ne considère que les équations qui 
représentent la liaison des parties du système, et ne suppose d'autres prin- 
cipes que celui de la composition des forces, et de l'égalité entre l'action 
€t la réaction ; ce qu'on peut regarder comme les éléments de la théorie 
de l'équilibre. Mais, comme dans son raisonnement l'auteur ne fait rien 
entrer qui vienne de la définition du système dont il s'occupe, sa démons- 
tration n'a aucune force, et la difficulté reste en son entier. 

Quoi qu'il en soit d'ailleurs, soit qu'on veuille partir du principe des 
vitesses virtuelles pour en suivre jusqu'au bout la signification intime, soit 
qu'on attaque directement le problème de la Mécanique, ce qui est bien 
plus simple, on se trouve amené sur-le-champ à cette question générale : 
Quelles sont les fondions des coordonnées qui donnent les forces de ré- 
quilibre dans toutes les figures que peut affecter le système, en obéissant 
aux équations qui régnent entre les coordonnées des différents corps? Tel 
est exactement le problème que nous nous sommes proposé; et notre 
objet, bien net et bien distinct, a été de le résoudre par les premiers prin- 
cipes de la Statique et de la Gréomélrie. 



Addition à la Note qui précède. 

On vient de voir le principe des vitesses comme un simple corollaire 
du théorème général qui fait l'objet de notre Mémoire. Je pourrais encore 
indiquer d'autres corollaires tout aussi remarquables, et qu'on tire avec 
ia même facilité de ce lumineux théorème : car il ne s'agit, pour ainsi dire, 
que d'en varier l'expression. 

Et par exemple, lorsque, pour l'équilibre d'un système quelconque, dé- 
fini (comme on peut toujours le supposer) par une seule équation 

L = constante, 

nous disons que les forces appliquées aux différents points, suivant leurs 
coordonnées rectangles J7,jr, ^; ^\ etc., doivent être toutes proportionnelles 

aux fonctions primes ou coefficiients différentiels^? -j-^ -7-5 ^,) etc., 

de la fonction donnée Z, n'est-il pas évident que cela revient à dire, en d'au- 
tres termes, que des forces X, Y, Z; X', etc., qu'on supposerait capables 
d'être en équilibre sur un système quelconque, doivent toujours être de 
telle nature, que la formule 

X dlr -h Y é// + Z r/z 4- X ' dlr ' H- e te . , 
soit une différentielle exacte ? 
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Ainsi, cette expression singulière, sous laquelle Glairaut a découvert le 
premier les lois de l'équilibre d'une masse fluide, n'est point particulière 
aux fluides ; mais elle convient également à l'équilibre de tous les systèmes 
possibles : ce qui est assurément bien digne d'être remarqué. 

Cette condition toute seule ne suffirait pas pour assurer l'équilibre des 
forces proposées X, Y, Z; X', etc. Il faut évidemment y ajouter que l'in- 
tégrale de la différentielle complète Xdx -h Ydx-i-Zdz -h X'éir'4- etc., 
doit être une quantité constante par la nature du système : sans quoi les 
points d'application ne seraient pas liés entre eux d'une manière qui les 
rendit capables de résister ensemble à l'action des forces appliquées, et il 
n'y aurait point équilibre. 

Mais cette seconde condition pourrait aussi s'exprimer autrement; car, 
au lieu de dire que l'intégrale dont il s'agit doit être constante, on peut 
dire que la différentielle doit être nuile, et qu'ainsi l'on doit avoir l'équa- 
tion 

Xr/lr-l-Yr/r-i-Zr/z-l-X'r/jc' + etC. = o; 

ce qui ramène encore le principe des vitesses virtuelles, non comme prin- 
cipe, mais comme uue équation qui exprime la liaison nécessaire qu'il faut 
supposer entre les points du système. 

Je pourrais encore faire remarquer que le paradoxe hydrostatique de 
Stevin, relatif à la pression qu'un fluide pesant peut exercer sur le fond 
d'un vase où il est renfermé, non-seulement n'est point un paradoxe, ni 
même une proposition particulière aux fluides, mais une simple consé- 
quence de notre théorie générale, et qu'on retrouve dans l'équilibre de 
tous les systèmes possibles. Car, en supposant que, dans un système quel- 
conque, on rende fixes quelques-uns des points, pour considérer les pres- 
sions qu'ils peuvent ressentir de la part des forces appliquées aux autres 
points du système, il est bien évident qu'on peut, sans changer ces pres- 
sions, fixer encore une partie quelconque de ces autres points. On peut 
donc indifféremment regarder les pressions exercées sur les premiers 
points fixes comme étant dues, soit à l'ensemble des forces appliquées à 
tous les autres, soit à une partie quelconque d'entre elles, et quelquefois 
même à une seule force, si le système est de telle nature, que le point d'ap- 
plication de cette force conserve encore quelque liberté quand on arrête 
tous les autres. D'où l'on voit, etc. 

Mais je n'irai pas plus loin dans ces détails : ce peu d'exemples montrent 
assez que notre théorie éclaire et domine également toutes les parties de 
la Mécanique. 
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ROTATION DES CORPS, 

PRÉSENTÉE A l'iNSTITUT LE I9 MAI l834. 



Voici une des questions qui m*ont le plus souvent occupé, et, si Ton me 
permet de parler ainsi, une des choses que j'ai le plus désiré de savoir en 
Dynamique. 

Tout le monde se fait une idée claire du mouvement d'un point, c'est- 
à-dire du mouvement d'un corpuscule qu'on suppose infiniment petit, et 
qu'on réduit en quelque sorte par la pensée à un point mathématique ; 
car il ne reste plus alors qu'à se représenter la ligne , droite ou courbe, 
que ce point peut décrire, et la vitesse avec laquelle» il se meut suivant 
cette ligne. Mais s'il s'agit du mouvement d'un cov^^ de grandeur sensible 
et de figure quelconque, il faut convenir qu'on ne s'en fait qu'une idée 
très-obscure. 

A la vérité, cette idée paraît d'abord s'éclaircir ou se résoudre naturel- 
lement en deux autres. En effet, si l'on s'attache à regarder un seul et 
même point du corps, on peut suivre, d'un côté, le mouvement de ce 
point qui ne peut décrire qu'une certaine ligne dans l'espace, et, de l'autre 
côté, le mouvement du corps qui ne peut que tourner en même temps sur 
ce point comme autour d'un centre fixe. Mais ce second mouvement, c'est- 
à-dire celui d'un corps mobile autour d'un point sur lequel il a la liberté 
de piroutter dans tous les sens, ne présente lui-même qu'une idée très- 
obscure. 

Ce n'est pas qu'en rapportant les points du corps à des plans ou objets 
fixes dans l'espace, on n'ait su trouver ce qu'on appelle les équations dif- 
férentielles de ce mouvement, et même qu'on ne soit venu à bout d'inté- 
grer ces équations, ou du moins d'en ramener les intégrales aux quadra- 
tures, dans le cas simple d'un corps libre de toute action étrangère. Euler 
et d'Alembert à peu près dans le même temps, et par des méthodes diffé- 
rentes, ont les premiers résolu cette importante et difficile question de la 
Mécanique : et l'on sait que, depuis, l'illustre Lagrange a repris de nouveau 
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ce fameux problème, pour Tapprofondir et le développer à sa manière, je 
veux dire par une suite de formules et de transformations analytiques qui 
présentent beaucoup d'ordre et de symétrie. Mais il faut convenir que, 
dans toutes ces solutions, on ne voit guère que des calculs, sans aucune 
image nette de la rotation du corps. On peut bien, par ces calculs plus ou 
moins longs et compliqués, parvenir à déterminer le lieu où se trouvera 
le corps au bout d'un temps donné : mais on ne voit point du tout com- 
ment le corps y arrive; on le perd entièrement de vue, tandis qu'on vou- 
drait l'observer, et le suivre, pour ainsi dire, des yeux dans tout le cours 
de sa Totation. 

Or c'est cette idée claire du mouvement de rotation que j'ai tâché de 
découvrir, afin de mettre sous les yeux ce que personne ne s'était encore 
représenté. 

Il en résulte une solution toute nouvelle du problème de la rotation d'un 
corps abandonné à lui-même, soit qu'il tourne librement sur son centre 
de gravité, ou sur tout autre point fixe autour duquel il serait forcé de se 
mouvoir : véritable solution du problème, en ce qu'elle fait image, et qu'on 
y voit le mouvement du corps avec autant de clarté que le mouvement 
d'un point. Et si de cette démonstration géométrique de la rotation des 
corps on veut passer au calcul pour mesurer toutes les différentes proprié- 
tés ou affections de ce mouvement, on n'a plus que des formules directes 
et toujours claires, parce que chacune d'elles n'y est que l'expression d'un 
théorème dynamique dont on a l'idée, et qui tend à son objet. Ainsi, notre 
analyse présente encore cet avantage, que tout s'y exprime et s'y déve- 
loppe par les seules données immédiates du problème, sans aucun mélange 
de ces angles ou de ces coordonnées étrangères qui ne tiennent point à la 
nature de la question, et qui ne viennent que de la méthode indirecte 
qu'on emploie pour la résoudre. Car c'est une remarque que nous pouvons 
faire dans toutes nos recherches mathématiques : ces quantités auxiliaires, 
ces calculs longs et difficiles où l'on se trouve entraîné, y sont presque tou- 
jours la preuve que notre esprit n'a point, dès le commencement, considéré 
les choses en elles-mêmes et d'une vue assez directe, puisqu'il nous faut 
tant d'artifices et de détours pour y arriver ; tandis que tout s'abrège et 
se simplifie sitôt qu'on se place au vrai point de vue. 

J'ai donc pensé qu'une solution si simple, et si propre à jeter un nou- 
veau jour sur les questions les plus difficiles de la Dynamique, pouvait ser- 
vir à l'avancement réel de la science, et méritait ainsi l'attention des géo- 
mètres; et c'est cette considération philosophique qui m'a surtout déterminé 
à composer le nouveau Mémoire que j'ai l'honneur de présenter aujourd'hui 
à l'Académie. 

Je le divise en trois parties principales : dans la première, je considère 
le mouvement du corps en lui-même, et les forces qui seraient capables de 
Je produire; dans la seconde, je donne la solution du problème de la rota- 
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tion des corps libres; et dans la troisième, je développe les calculs qui se 
rapportent à cette solution. 

Mais, pour donner une idée plus précise de ce travail, je vais exposer 
en peu de mois les notions simples et les premiers principes de notre théo- 
rie nouvelle, et parcourir ensuite les théorèmes les plus remarquables qui 
en sont l'obJQt et le résultat. 

I. 

DU 1I0UVEMENT DES CORPS CONSIDÉRÉ EN LUI-MÊME; ET DES FORCES 
CAPARLES d'un MOUVEMENT DONNE. 

Idée de la rotation simple et de la vitesse angulaire. 

Le seul mouvement de rotation dont nous ayons une idée claire est celui 
d'un corps qui tourne sur un axe immobile ; car on voit clairement toutes 
les circonférences de cercles que les points du corps décrivent autour de 
cet axe, et qu'ils peuvent réellement décrire ensemble, c'est-à-dire sans 
que leur disposition mutuelle, ou ce qu'on peut nommer la figure du corps, 
soit en rien changée. 

Nous avons également une idée nette de la quantité ou de la mesure de 
cette rotation : car, comme tous les points décrivent en même temps des 
arcs semblables, le rapport de la vitesse d'un point au rayon du cercle 
qu'il décrit est le même pour tous les points du corps ; et c'est ce rapport 
constant qui fait la mesure, ou ce qu'on appelle la vitesse angulaire de la 
rotation. 

Composition des mouvements de rotation. 

De ces notions simples, et des premiers éléments de la Géométrie, on 
peut conclure que si , par deux causes quelconques, un corps tendait à 
tourner à la fois autour des deux côtés d'un parallélogramme avec deux 
vitesses angulaires proportionnelles aux longueurs de ces côtés, le corps 
tournerait sur la diagonale avec une vitesse angulaire proportionnelle à la 
longueur de cette diagonale. 

D'où il résulte que des rotations autour de différents axes qui passent en 
un même point se composent exactement par la même loi que de simples 
forces appliquées en ce point. 

Et cetto similitude de composition n'est pas bornée à des rotations dont 
les axes se croisent en un même point; mais, ce qui est fort renArquable, 
elle s'étend à des rotations autour d'axes qui seraient situés d'une manière 
quelconque dans l'espace. 

Ainsi, deux rotations autour jle deux axes parallèles se composent en 
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une seule, égale à leur somme, autour d'un axe parallèle, et qui divise la 
distance des deux premiers en raison inverse des deux rotations compo- 
santes. Si ces deux rotations sont de sens contraires, la rotation résul- 
tante est égale à leur différence, et la position de son axe se trouve 
comme s'il s'agissait de deux forces parallèles qui agissent en sens con- 
traires. 

Si ces deux rotations parallèles et contraires sont égales, elles ne peuvent 
jamais se réduire à une seule. Elles forment alors ce qu'on peut nommer 
un couple de rotations : c'est, pour ainsi dire, une rotation sui generis, et 
qui ne peut jamais être ramenée à une rotation simple autour d'aucun axe, 
quel qu'il soit. Et, en effet, il est très-aisé de voir que le résultat d'un tel 
couple serait de donner au corps un pur mouvement de translation dans 
l'espace, suivant une direction perpendiculaire au plan de ce couple, et 
mesuré par son moment, c'est-à-dire par le produit d'une des deux rota- 
tions multipliée par la distance qui sépare leurs axes parallèles. Un couple 
de rotations équivaut donc à une simple force qu'on appliquerait au centre 
de gravité du corps, suivant une direction perpendiculaire au plan de ce 
couple, et qu'on prendrait égale à son moment multiplié par la masse du 
corps. 

De tels couples peuvent se transformer en d'autres équivalents, se tour- 
ner et se transporter comme on voudra dans leurs plans, ou dans d'autres 
plans parallèles, sans que le mouvement du corps en soit changé : ils se 
composent et se décomposent exactement par la même loi que les couples 
de forces; et l'on peut leur appliquer, sans en rien excepter, tous les théo- 
rèmes qui concerjient les couples ordinaires. 

Du parallélogramme des rotations simples et du parallélogramme des 
couples de rotations, résulte la composition de tant de rotations qu'on 
voudra autour d'axes situés d'une manière quelconque dans l'espace ; et 
cette composition générale est entièrement semblable à celle des forces. 

Ainsi, comme tant de forces qu'on voudra se peuvent toujours réduire 
à une seule passaht par un point quelconque donné, et à un seul couple; 
de même tant de rotations qu'on voudra, autour de différents axes situés 
d'une manière quelconque dans l'espace, peuvent toujours se réduire à une 
seule rotation au tout d'un axe passant par un point pris à Volonté, et. à un 
seul couple de deux rotations égales et contraires autour de deux axés 
parallèles entre eux. Et si, comme pour les forces, on veut une réduction 
où il n'y ait rien d'arbitraire, on pourra toujours choisir le pôittt dont il 
s'agit, de manière que le plan du couple de rotations soit perpendiculaire 
à l'axe de la rotation résultante, lequel devient ainsi ce qu'on pourrait 
nominerTfl'^c^ central des couples de rotations (i). 



(i) On voit la parfaite symétrie de cette CQm position des rotations et de celle 
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Comme un couple de rotations équivaut à une pure translation du corps 
suivant la direction de l'axe de ce couple, on voit que tout le mouvement 
du corps se réduit, en dernière analyse, à tourner sur un certain axe déter- 
miné, et à glisser en môme temps le long de cet axe. Ce qui est, comme 
nous le verrons plus loin, le mouvement le plus général que puisse avoir 
un corps dans Tespace absolu. 

Voilà, eii peu de mots, tout ce qui regarde l'idée de la rotation simple 
sur un axe, et la composition de semblables rotations autour de différents 
axes situés d'une manière quelconque dans l'espace. Mais il faut se faire 
maintenant une idée de la rotation d'un corps autour d'un point sur lequel 
il semble pirouetter en tous sens. 

Idée de la rotation autour cFun point. 

Le mouvement d'un corps qui tourne sur un axe immobile étant le seul 
dont nous ayons une idée claire, c'est donc à cette idée quMl faut tâdier 
de réduire celle du mouvement d'un corps qui pirouette d'une manière 
quelconque autour d'un point fixe. 

Or on fait voir que ce mouvement, quel qu'il soit, si on ne le regarde 
que durant un instant, n'est autre chose qu'une rotation simple autour d'un 
certain axe passiant par le point fixe, et dont la direction reste immobile 
pendant cet instant. D'où Ton conclut que, dans l'instant suivant, c'est de 
même une rotation simple, mais autour d'un autre axe; et ainsi de suite 
d'un instant à l'autre : de sorte que le mouvement du corps peut être con^ 
' sidéré comme une suite de ces rotations simples et dont chacune ne pré- 
sente à l'esprit qu'une idée nette. C'est ainsi que, pour se fan« l'idée du 
mouvement d'un point en ligne courbe, on se représente ce pJoint comme 
décrivant les côtés successifs d'un polygone infinitésimal inscrit à cette 
courbe. Et il en est de Xaxe instantané de rotation dans le mouvement 
des corps, comme de la tangente à la courbe dans le mouvement du point 
qtii la décrit. 

d«8 simplefi forces. Elles sont presque ideoUques: car si Ton avait primitivement 
donné le nom à^ force à la cause capable de faire tourner sur un axe, on aurait 
eu, pour ces nouvelles forces, une Statique toute semblable. Seulement, dans 
celle-ci, les simples forces (toujours considérées comme transportées au centre 
du corps) auraient répondu à lios couples dans la Statique ordinaire, et lés 
couples auraient répondu à nos simples forces. Mais il était bien plus simple et 
plus naturel de commencer, eomme on Ta fait, par donner le nom de force à la 
cause capable d'un pur mouvement de translation, et de voir ensuite dans le 
<Muple la cause d'un pur mouvement de rotation. 



ao. 
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Image sensible de cette rotation. 

Quoique l'analyse précédente soit exacte, et que je me sois efforcé de la 
rendre claire, il me semble que Fidée d'un corps tournant sur un axe qui 
▼arie sans cesse est encore un peu obscure; je veux dire qu'on ne voit 
pas bien ce qui arrive au corps, et qu'on a de la peine à le suivre dans 
cette espèce de rotation changeante. Il faut donc tâcher d'éclaircir encore 
cette idée, et de présenter à l'esprit quelque image plus nette et plus 
sensible. 

Or je fais voir de la manière la plus simple, que la rotation cTun corps 
sur un axe qui varie sans cesse de position autour d^un même point fixe, 
rCest autre chose que le mouvement d^un certain cône, dont le sommet est 
en ce point, et qui roule actuellement, sans glisser, sur la surfcœetfun 
autre cône fixe de même sommet* 

Je veux dire que le cône mobile, considéré comme attaché au corps et 
l^entraînant avec soi, s'il vient à rouler sur l'autre cône qui est fixe dans 
l'espace absolu , fera décrire à ce corps le mouvement précis dont on le 
suppose animé ; que la ligne de contact de ces deux cônes sera à chaque 
instant l'axe autour duquel le corps tourne dans cet instant, ou ce que Ton 
appelle \axe instantané : d'où l'on voit comment cet axe est à la fois mo- 
bile dans le corps et dans l'espace absolu, décrivant dans l'espace la sur- 
face du cône fixe, et dans l'intérieur du corps la surface du cône mobile 
dont on vient de parler. 

Tel est, je crois, la plus haut point de clarté où l'on puisse porter l'idée* 
si complexe et si obscure du mouvement d'un corps qui tourne d'une ma- 
nière quelconque autour d'un centre fixe. Il n'y a point de mouvement de 
cette nature qu'on ne puisse exactement produire en faisant rouler un 
certain cône sur un autre cône fixe de même sommet; de sorte que si l'on 
imagine tous les cônes possibles qu'on ferait ainsi rouler Tun sur l'autre, 
on a l'image fidèle de tous les mouvements possibles dont un corps soit 
capable autour d'un point sur lequel il a la liberté de pirouetter en tous 
sens. 

Et même, s'il s'agissait d'un mouvement de rotation qui fût discontinu, 
c'est-à-dire où l'axe de rotation , au lieu de varier de position par degrés 
insensibles, sauterait brusquement d'une position à la suivante par un angle 
fini, on pourrait également imiter le mouvement du corps en prenant, au 
lieu de deux cônes, deux pyramides de même sommet et de faces respec- 
tivement égales, et faisant rouler Tune sur l'autre, de manière que la pyra- 
mide mobile, tournant sur la commune arête, vînt appliquer l'une après 
l'autre toutes ses différentes faces sur les faces respectivement égales de la 
pyramide fixe. 

Si le moi)vement du corps est donné, il est clair que ces deux cônes ou 
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pyramides sont aussi donnés, aussi bien que la vitesse angulaire de rota* 
lion sur la ligne de contact, et, par conséquent, la vitesse avec laquelle Taxe 
instantané trace à la fois les deux surfaces : et réciproquement, si de ces 
dififérentes choses qu'on peut considérer dans l'étude de ce mouvement, 
trois quelconques sont connues, on peut dire que la quatrième Test aussi, 
et le mouvement du corps entièrement déterminé. 

Ainsi, la terre tourne en un jour sur son axe, tandis que cet axe décrit, 
en sens contraire, un cône droit, autour de Taxe de l'écliptique, et avec 
une vitesse mesurée par le mouvement rétrograde des équinoxe», et qui est 
d'environ quarante -deux tierces centésimales par jour; on peut donc dé* 
terminer dans la terre le cône qui, roulant sur le premier, et dans Tinté- 
rieur de sa surface, ferait décrire à la terre le mouvement précis qu'on y 
observe. Et il est facile de voir que, sur le globe, la circonférence du cercle 
qui sert de base à ce petit cône mobile est à celle du cercle qui sert de 
base au cône fixe, comme un jour est au temps de la révolution complète 
des équinoxes : ce qui ne donne que quelques pieds de longueur (i) à la 
petite circonférence que le pôle instantané de rotation de la terre décrit 
chaque jour à sa surface. (Tout ceci dans l'hypothèse d'une précessioa 
diurne uniforme. ) 

Idée du mouvement le plus général que puisse avoir un corps dans 
Vespace absolu. 

De l'idée simple d'un pur mouvement de translation qui emporte à chaque 
instant toutes les molécules égales du corps par de petites lignes égales et 
parallèles dans l'espace, et de l'idée simple de la rotation du corps autour 
d'un axe qui reste immobile pendant cet instant, résulte l'idée complexe 
du mouvement le plus général que puisse avoir un corps daivs l'espace 
absolu. Il n*y a rien de plus clair que cette résolution d'un mouvement 
quelconque en deux autres que l'on conçoit parfaitement et qu'on peut 
même considérer à part, parce qu'ils sont tels, que si, à chaqueinstant, on 
les exécutait l'un après l'autre, on amènerait chaque point du corps au 
même lieu où il arrive par son mouvement naturel au bout de l'instant 
que Ton considère. 

Mais on pourrait être curieux de se faire une image de ce mouvement 
réel et unique qui anime le corps, afin de voir en quelque sorte la nature 
des courbes simultanées que les différents points décrivent , et peuvent 
réellement décrire ensemble sans que la figure du corps en soit changée. 

Or, puisqu'un mouvement de translation peut toujours être considéré 
comme un couple de rotations égales, parallèles et contraires, il s'ensuit 
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que le mouvement d'un corps, quel qu'il soit, peut toujours être réduit à une 
simple rotation autour d'un axe passant par un point pris à volonté dans l'es- 
pace, et à un certain couple de rotations dont le plan sera généralement incliné 
^ cet axe. Mais, au lieu de prendre le point à vdonté, on peut toujours le 
choisir de manière que le pian du couple âoit perpendiculaire à la direc- 
tion de l'axe de la rotation simple ; et alors tout te mouvement est réduit 
à une rotation sur un certain axe déterminé et à une translation le long 
de cet axe. D'où il résulte que ce mouvement est exactement le même que 
celui d'une vis qui tourne dans son écrou. Tous les points du corps dé* 
crivent donc, sur des cylindres concentriques, de petits arcs d'hélices qui 
ont toutea le même pas. Dans l'instant suivant, c'est une autre vis d'un 
autre axe et d'un pas différent; et ainsi de suite. D'où l'on voit comment 
se forment les courbes simultanées que tous ces points décrivent dans 
Tespace, et le long desquelles ils se meuvent comme dans autant de ca- 
naux curvilignes où ils seraient enfermés. 

Quelquefois le pas do cette vis est nul^ et alors tout le mouvement se 
réduit à une simple rotation autour de l'axe de cette vis, lequel devient ce 
qu'on appelle un axe spontané de rotation. 

Mais, en général, le pas de la vis n'est pas nul, et il n'y a point d'axe 
spontané proprement dit : c'est-à-dire que dans le corps il n'y a pas de 
ligne droite dont tous les points demeurent immobiles pendant un instant. 
Mais il y a toujours ce qu'on pourrait nommer un axe spontané glissant, 
c'est-à-dire une suite de points tombant en ligne droite, qui n'ont d'autre 
mouvement qu'une simple translation le long de cette droite. 

Telles sont les notions les plus simples e\t les images les plus claires 
qu'on puisse se former du mouvement des corps. Le pur mouvement de 
translation , et le pur mouvement de rotation sur ui^ axe, se conçoivent 
d'eux-mêmes. Un mouvement quelconque se peut toujours réduire, et cela 
d'une infinité de manières, à deux pareils mouvements. Or, parmi cette 
infinité de réductions, il y en a toujours une qui nous présente l'axe de la 
rotation dans la direction même de la translation : de sorte que le mauve-* 
ment le plus général d'un corps est y comme on Va dit, celui (fune certaine 
vis qui tourne actuellement dans son écrou. 

Après avoir considéré le mouvement des corps en lui-même, et sous un 
point de vue purement géométrique, je vais chercher les forces capables 
de le produire, afin de voir réciproquement quel est le mouvement que 
doit prendre un corps en vertu de forces quelconques données: ce qui est 
le problème naturel de la Dynamique. 



DE LA ROTATION DES ÇORPvS. 3lK 

Des forces capables d^un mouvement donné. 

Quel que soit le mouvement d'un corps, il existe toujours dçç forces 
capables de le produire. 

Car, dans le mouvement du corps, on peut considérer chaque molécule 
comme si elle était en repos, mais animée par une force capable de lui 
(Jonner la vitesse actuelle qu'on lui suppose. Donc l'infinité des forces sem- 
blables, appliquées individuellement à toutes les molécules égales du corps,. * 
sont capables d'y produire le mouvement qu'on y obserye; et cel^ môoie 
d*une manière spont^ée, je veux dire quand bien môme ces molécules d^ 
seraient pas liées entre elles, et, par conséquent, sans exciter, dans les 
liens qui les unissent, aucune traction brusque qui tendit à les rompre. 

Telles sont les forces élémentaires capables d'un mouvement donné sur 
un système de molécules libres, ou liées entre elles cqmme on voudra. 

Mais si ces molécules forment, con^me je le suppose ici, un système 
invariable de figure, il sera permis de composer entre elles toutes ces forces 
élémentaires, et de les remplacer ainsi par une seule force pt up seul couple, 
lesquels seront également capables du mouvement donné sur le corps solide 
dont il s'agit. 

Voyons donc quelle est cette force et quel est ce couple dont l'ensemble 
répond à un mouvement donné. 

Et d'abord, si le corps n'a dans l'espace qu'un pur momement de trans- 
lation, de manière que toutes les molécules égales aient des vitesses égales, 
parallèles et de même sens, il est manifeste que toutes les forces élémen- 
taires capables de produire ces vitesses sont aussi égales, parallèles et de 
même sens, et, par conséquent, réductibles à une seule force parallèle et 
de même sens, égale à leur somme, et qui passe par le centre de gravité 
du corps. D'où l'on voit, réciproquement , que l'effet (Tune force quel- 
conque appliquée comme on voudra au centre de cavité d^un corps, est 
d^en transporter toutes les parties dans sa propre > direction, et avec une 
vitesse mesurée par la grandeur de cette force divisée par la masse en- 
tière du corps. Ce qui est, pour ainsi dire, évident de soi-même. 

En second lieu, si le corps n'a qu'un pur mouvement de rotation sur un 
axe quelconque, il est évident que les vitesses, et, par conséquent, les 
forces dont les molécules sont individuellement animées, sont toutes pro- 
portionnelles aux distances des molécules à cet axe, et de directions tout 
à la fois perpendiculaires à ces distances et à l'axe dont il s'agit. Or ces 
forces élémentaires sont toujours réductibles à une seule et à un couple. 
Mais si l'axe passe par le centre de gravité du corps, la force est nulle, et 
tout se réduit à un couple, dont le plan est en général incliné à cet axe. 
Si, de plus, Taxe est un de ces trois axes rectangulaires qui existent dans 
tous les corps, ci qu'on appelle les trois axes principaux, oh trouve que le 
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couple est perpendiculaire à cet axe, et qu'il a pour mesure te produit de 
la vitesse angulaire par le moment cPinertie du corps autour de cet axe 
principal. D'où Ton conclut réciproquement que P effet (Tun couple appli- 
qué sur tm corps dans un plan perpendiculaire à l'un de ses trois axes 
principaux y est de faire tourner le corps sur cet axe lui-même ^ avec une 
vitesse angulaire égale au moment du couple divisé par le moment (Finertie 
du corps autour de cet axe. Or ce seul théorème particulier donne surr 
le-champ l'effet d'un couple appliqué sur un corps dans tel plan qu'ion 
voudra. 

Ëty en effet, quel que soit ce couple, on peut toujours le décomposer en 
trois autres respectivement perpendiculaires aux trois axes principaux du 
corps ; et divisant chacun d'eux par le moment d'inertie relatif à son axe,, 
on aura les trois vitesses angulaires respectives avec lesquelles ces trois 
couples tendraient à faire tourner sur leurs axes. Si donc, à partir du cen- 
tre, on porte sur ces directions trois lignes pour représenter à la fois les 
stxes et les grandeurs de ces trois rotations, et qu'on achève le paraIléli-> 
pipède, on aura, dans la diagonale, l'axe et la grandeur de la rotation à 
laquelle îe couple proposé donne naissance au premier instant ; ce qui est, 
comme on le voit, de la plus grande simplicité. 

Du nèouvement que prend un corps en vertu de forces quelconques 

données^ 

Quelles que soient ces forces, on peut toujours les réduire à une seule 
passant par le centre de gravité du corps, et à un seul couple. Or l'effet 
de la force est un pur mouvement de translation suivant la direction même 
de cette force, et l'effet du couple est d'imprimer au corps une rotation 
autour d'un certain axe passant par le centre de gravité, et dont la direc- 
tion est déterminée par ce qu'on vient de dire tout à l'heure. 

Mais on peut avoir une expression bien plus claire de ce qui regarde la 
direction que prend l'axe instantané par rapport au plan du couple qui lui 
donne naissance ; et c'est ce que l'on va voir dans l'article suivant. 

De Pellipsoïde centnd des corps. 

Si l'on observe que les trois composants dtt couple proposé donnent trois 
rotations qui sont proportionnelles à ces couples et réciproques aux mo- 
ments d'inertie autour des trois axes, on reconnaît, par la Géométrie, que 
l'axe de la rotation résultante se dirige suivant le diamètre qui serait con^ 
jugué au plan du couple dans un ellipsoïde dont les axes seraient de lon- 
gueurs réciproques aux racines carrées des moments d'inertie du rorps 
autour des mêmes axes. 
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J'imagine donc qu'autour du centre de gravité du corps, et sur les direc- 
tions de^ces trois axes principaux^ on construise un ellipsoïde avec des 
axes dont les carrés soient réciproques aux trois moments (Tinertie du corps 
autour des mêmes axes; et j'observe en passant que cet ellipsoïde jouira, 
dans toute son étendue, de cette propriété remarquable, que le moment 
d'inertie du corps autour de l'un quelconque de ces diamètres y sera réci- 
proque au carré de la longueur de ce éiamètre. 

Or, quelles que soient la figure et la constitution d'un corps, il y a tou* 
jours dans ce corps un centre de gravité et trois axes principaux aussi 
nettement déterminés que dans le corps le plus homogène et le plus régu- 
lier. On peu^donc toujours y concevoir décrit un ellipsoïde tel que je viens 
de le définir, et qui. a ce triple avantage : de mettre à la fois sous nos yeux 
le centre et les axe$ principaux du corps ; de nous donner tou$ les mo- 
ments d'inertie qu'on pourrait avoir à considérer, en montrant chacun 
d'eux, autour d'un axe ou diamètre quelconque, comme exprimé par une 
même fonction simple de la longueur de ce diamètre ; et enfin , de nous 
offrir une expression facile de ce qui r^arde la position de l'axe instan- 
tané, par rapport à. celle du couple d'impulsion. Or c'est cet ellipsoïde, 
dont la considération va jeter le plus grand jour sur la théorie de la rota- 
tion des corps, que je nommerai désormais V ellipsoïde central, 
■^'^ 

Expression claire du moupethent que prend un corps en vertu éPun 
couple quelconque. 

Supposons qu'un corps en repos soit frappé par. un couple dans un plan 
quelconque, mené par le centre de gravité, et qu'on peut regarder comme 
un plan diamétral de l'ellipsoïde central du corps : on vient de voir que 
l'axe instantané de la rotation à laquelle ce couple donne naissance n'est 
autre chose que le diamètre conjugué au plan de ce couple dans l'ellip- 
soïde que l'on considère; et il est clair d'ailleurs que la vitesse angulaire 
sera mesurée par le moment du couple estimé perpendiculairement à ce 
diamètre, et divisé par le moment d*inertie du corps autour du même dia- 
mètre. 

Comme un couple peut toujours être transporté dans un plan quelconque 
parallèle au sien sans que son effet sur le corps en soit changé, on peut 
toujours supposer qUe le plan du couple d'impulsion , au lieu d'être con- 
duit par le centre, soit mené tangent à la surface de notre ellipsoïde ; et 
alors on peut dire : * 

Que si un corps est frappé par un couple situé dans un plan queU 
conque tangent à F ellipsoïde central de ce corps, le pôle instantané de la 
rotation à laquelle ce couple donne naissance est précisément au point dç^ 
contact. 
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Et réciproquement, que si un corps tourne sur un diamètre quelconque 
de son ellipsoïde central, le couple actuel qui Panime est dans le plan tan- 
gent au pôle, 

. Ce qui nous parait un de$ théorèmes les plus élégants qu'on paisse 
offrir en Dynamique sur la théorie si difficile et si obscure de la rotation 
des corps. 

On voit toutes les conséquences claires et faciles qui découlent de cette 
lumineuse proposition : mais je ne veux point ici m'y arrêter ; il faut que 
j'avance, et que, par le seul raisonnement, j'arrive de suite à la solution 
complète du problème qu'on se propose : car il ne s'agit pas seuleoaent de 
déterminer la rotation du corps au premier instant, mais d^ voir encore 
comment cette rotation change d'un instant à l'autre, et de peindre, pour 
ainsi dire, le mouvement du corps dans toute la suite de son cours. 

U. 

SOLUTION DU PROBLEME DE LA ROTATION DES CORPS LIBRES. 

Et d'abord, il est clair que cet axe de rotation que l'on nomme instan- 
tané n'est, en effet, mobile qu'un instant; car de la rotation même qu'on 
suppose autour de cet axe naissent , pour toutes les molécules égales du 
corps, des forces centrifuges proportionnelles aux rayais des cercles que 
ces molécules tendent à décrire, et dirigées suivant ces rayons. Or l'axe 
dont il s'agit n'étant point, par hypothèse, un axe principal du corps, ces 
forces centrifuges ne se font point équilibre entre elles. Transportées pa- 
rallèlement à elles-mêmes au centre de gravité , elles donnent bien une 
résultante qui est nulle, mais leur couple résultant ne l'est point. Il pro- 
vient donc de la rotation même du corps un couple accélérateur dont 
l'effort, à chaque instant, imprime à ce corps une rotation infiniment petite, 
laquelle se compose avec la rotation actuelle qui l'anime, et fait ainsi va- 
rier l'axe et la grandeur de cette rotation. 

Pour étudier le mouvement du corps, il faut donc commencer par cher- 
cher ce couple accélérateur qui provient des forces centrifuges. Or il est 
très-facile de voir directement, ou de conclure du principe général de la 
conservation des couples, que si l'on considère deux lignes, dont l'une re- 
présente l'axe et la grandeur du couple d'impulsion, et l'autre Taxe et la 
grandeur de la rotation instantanée, le couple accélérateur dû aux forces 
centrifuges est toujours représenté, et pour son plan, et pour sa quantité, 
par la surface du parallélogramme construit sur les deux lignes dont il 
s'agit : théorème simple et remarquable, qui renferme à lui seul toute la 
théorie de la rotation des corps, et qui, traduit en analyse, donne sur-le- 
champ les trois équations si élégantes que l'on doit à Euler, mais qu'on 
ne démontre ordinairement que par de longs circuits de formules algé- 
briques. » 
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Le couple accélérateur, né des forces centrifuges, étant donc toujours ^ 
situé dans le plan conduit par l'axe instantané et l'axe du couple d'impul- 
sion, la droite sur laquelle il tend à faire tourner le corps n'est autre chose 
que le diamètre conjugué au plan de ces deux axes; et, par conséquent, 
c'est le diamètre qui est à la fois conjugué à l'axe instantané et à sa pro- 
jection sur le plan du couple. D'où je conclus d'abord que Vaxe sur lequel 
les forces centrifuges font tourner est toujours situé dans le plan même 
du couple (fimpulsion. 

Donc, si l'on prend deux lignes dont l'une représente cette rotation infi- 
niment petite, l'autre la rotation actuelle, et qu'on achève le parallélo- 
gramme, afin d'avoir, dans la diagonale, la ligne qui représente la rotation 
au bout d'un instant, il est clair que l'extrémité de cette diagonale reste 
toujours à la même hauteur au-dessus du plan du couple. D'où l'on tire sur- 
le-champ ces deux corollaires : le premier, c'est que, dans tout le cours du 
mouvement, la vitesse angulaire est proportionnelle à la longueur même 
du rayon qui va du centre au pôle instantané sur la surface de PeUip- 
sdùde central}, le second, c'est que le plan du couple , considéré sans cesse 
comme tangent au pôle, reste toujours à la même distance du centre de 
cet ellipsoïde. 

Mais ce centre est immobile dans l'espace absolu, et le plan du couple 
toujours parallèle à lui-même : donc ce plan, qui touche sans cesse F el- 
lipsoïde central au pôle instantané de rotation, est toujours un seul et 
même plan fixe dans Vespace absolu. 

Donc le mouvement du corps, ou, ce qui est la même chose, le mouve- 
ment de l'ellipsoïde central , est de telle nature, que cet ellipsoïde reste 
en contact avec un même plan fixe dans l'espace absolu ; qu'il tourne à 
chaque instant sur le rayon vecteur qui va du centre au point de contact, 
et qu'il tourne avec .une vitesse angulaire proportionnelle à la longueur 
même de ce rayon. 

Cet ellipsoïde ne fait donc que rouler, sans glisser, sur le plan fixe que 
l'on considère : car, comme tout son mouvement consiste à tourner pen- 
dant un instant sur la ligne menée du centre au point de contact, l'ellip- 
soïde amène, au bout de cet instant, un nouveau point de sa surface en 
contact avec ce plan ; et ce nouveau point, qui devient le pôle de la rota- 
tion pour l'instant suivant, reste à son tour immobile pendant cet instant; 
et ainsi de suite à l'infini. D'où il est manifeste qu'aucun de ces points par 
lesquels l'ellipsoïde vient se mettre en contact avec le plan fixe ne peut 
jamais glisser sur ce même plan. 

Telle est donc l'idée claire et nouvelle qu'on peut se former du mouve- 
ment si compliqué et si obscur d'un corps de figure quelconque qui tourne 
librement, soit autour de son centre de gravité, soit autour d'un point fixe 
quelconque, en vertu d'un couple dont il a reçu primitivement l'impulsion 
dans tel plan donné qu'on voudra. 
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«c Considérez le centre de gravité du corps, ou, si le corps n*est pas 
» libre, le point fixe qui fait le centre de sa rotation. Autour de ce point, et 
» sur les directions des trois axes principaux d'inertie qui s'y rapportent, 
» imaginez un ellipsoïde construit avec trois axes de longueurs récipro* 
» ques aux bras de V inertie du corps autour des mômes axes, et faites 
» maintenant abstraction de la figure du corps pour n'y plus voir que celle 
» de cet ellipsoïde que j'ai nommé X ellipsoïde central, 

» Si vous supposez que cet ellipsoïde, dont le centre est retenu immo- 
» bile au même point de l'espace, roule sans glisser sur un plan fixe avec 
» lequel on l'a mis en contact, vous aurez la représentation exacte da 
» mouvement géométrique que suit le corps en vertu du couple qui l'a 
A frappé dans le plan fixe que l'on considère; et si vous pjoutez que la 
» vitesse angulaire avec laquelle il tourne à chaque instant sur le rayon 
» mené du centre au point de contact est proportionnelle à la longueur 
» même de ce rayon, vous aurez à la fois le mouvement géométrique et 
» dynamique de ce corps : c'est-à-dire que vous verrez avec clarté, non- 
» seulement la suite continue des lieux que le corps doit venir occuper, 
)> mais encore la proportion des temps qu'il met à les parcourir. Ce qui 
» est ridée complète du mouvement du corps considéré dans le cours 
^ infini de sa rotation. » 

Réflexion générale. 

Nous voilà donc conduits par le seul raisonnement à une idée claire que 
les géomètres n'ont pu tirer des formules de l'analyse. C'est un nouvel 
exemple qui montre l'avantage de cette méthode simple et naturelle de 
considérer les choses en elles-mêmes, et sans les perdre de vue dans le 
cours du raisonnement; car, si l'on se contente, comme on le fait d'ordi- 
naire, de traduire les problèmes en équations, et qu'on s'en rapporte en- 
suite aux transformations du calcul pour mettre au jour la solution qu'on 
a en vue, on trouvera le plus souvent que cette solution est encore plus 
cachée dans ces symboles analytiques, qu'elle ne l'était dans la nature 
même de la question proposée. Ce n'est donc point dans le calcul que ré« 
side cet art qui nous fait découvrir, mais dans cette considération atten- 
tive des choses, où l'esprit cherche avant tout à s'en faire une idée, en 
essayant, par l'analyse proprement dite, de les décomposer en d'autres 
plus simples, afin de les revoir ensuite comme si elles étaient formées par 
la réunion de ces choses simples dont il a une pleine connaissance. Ce 
n'est pas que les choses soient composées de cette manière, mais c'est notre 
«eule manière de les voir, de nous en faire une idée, et partant de les con- 
naître. Ainsi, notre vraie méthode n'est que cet heureux mélange de i'ana^ 
lyse et de la synthèse, oi^ le calcul n'est employé que comme un instru* 
p»ent : instrument précieux et nécessaire sans doute, parce qu'il assure et 
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facilite notre marche, mais qui n'a par lui-même aucune vertu propre ; 
qui ne dirige point Tesprit, mais que l'esprit doit diriger comme tout autre 
intrument. 

Ce qui a pu faire illusion à quelques esprits sur -cette espèce de force 
qu'ils supposent aux formules de l'analyse, c'est qu'on en retire, avec as- 
sez de facilité, des vérités déjà connues, et qu'on y a, pour ainsi dire, soi- 
même introduites; et il semble alors que l'analyse nous donne ce qu'elle 
ne fait que nous rendre dans un autre langage. Quand un théorème est 
connu, on n'a qu'à l'exprimer par des équations : si le théorème est vrai, 
chacune d'elles ne peut manquer d'être exacte, aussi bien que les trans- 
formées qu'on en peut déduire ; et si l'on arrive ainsi à quelque formule 
évidente ou bien établie d'ailleurs, on n'a qu'à prendre cette expression 
comme un point de départ, à revenir sur ses pas, et le calcul seul paraît 
avoir conduit comme de lui-même au théorème dont il s'agit. Mais c'est 
en cela que le lecteur est trompé. Ainsi , pour prendre un exemple dans 
la question même qui fait l'objet de ce Mémoire, il est bien clair qu'au- 
jourd'hui rien ne serait plus aisé que de retrouver nos idées dans les ex- 
pressions analytiques d'Ëuler ou de I^agrange, et même de les en dégager 
avec un air de facilité. qui ferait croire que ces formules devaient les 
produire spontanément. Cependant, comme ces idées ont échappé jusqu'ici 
à tant de géomètres qui ont transformé ces formules de tant de manières, 
il faut convenir que cette analyse ne les donnait point, puisque, pour les 
y voir, il aura fallu attendre qu'un autre y parvînt par une voie toute dif- 
férente. ' 

Nous aurions bien d'autres réflexions à faire et de plus grands exemples 
à produire, si nous voulions montrer, d'une part, tout ce que l'esprit doit 
de lumière à cette méthode naturelle, telle que je l'ai définie plus haut et 
qui constitue notre véritable analyse ; et de l'autre, le peu de vérités nou- 
velles qu'on a su tirer de ces formules analytiques où l'on croit enfermer 
une question, et quelquefois même une science tout entière. Sans doute 
la science y est contenue, comme elle le serait dans tout autre principe 
énoncé en termes généraux ; mais la difficulté reste de l'en faire sortir, et 
cette difficulté n'en devient-elle pas plus grande? Et, par exemple, ne 
faut-il pas déjà connaître et la Mécanique et les artifices du calcul , pour 
tirer de la seule formule générale des vitesses virtuelles, je ne dis pas 
quelque nouveau théorème (ce dont je ne vois ^ère d'exemples), mais 
seulement les propositions particulières qui nous sont le mieux connues? 
La traduction n'est- elle pas ici plus difficile que le texte lui-même, je veux 
dire que la considération immédiate des choses que l'on veut étudier? 
L'illustre auteur qui a voulu transformer la Mécanique en une question de 
calcul a sans doute rempli son objet avec toute la clarté et toute l'élégance 
qu'on en pouvait attendre. Mais si la véritable analyse brille quelque part 
dans la Mécanique analytique^ j'oserai dire que c'est bien moins dans ces 
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calculs que l'auteur range avec tant d'ordre et de symétrie, que dans ces 
courts passages où il rapproche les méthodes, et dans ces admirables pré- 
faces qu*il a placées à la tête des différents livres de son ouvrage, où il exa- 
mine et discute les principes fondamentaux de la science, et fait l'histoire 
instructive du mouvement de l'esprit humain dans cette suite délicate 
d'idées fines et de solutions ingénieuses qui ont peu à peu formé la Méca- 
nique. C'est par là surtout que ce bel ouvrage pourra servir aux progrès 
ultérieurs de l'esprit, en lui montrant la route qu'il a suivie, et qui est 
encore la route où il doit continuer de marcher. Car, encore une fois, gar- 
dons-nous de croire qu'une science soit faite quand on l'a réduite à des 
formules analytiques. Rien ne nous dispense d'étudier les choses en elles- 
mêmes, et de nous bien rendre compte des idées qui font l'objet de nos 
spéculations. N'oublions point que les résultats de nos calculs ont presque 
toujours besoin d'être vérifiés d'un autre côté, par quelque raisonnement 
simple, ou par l'expérience. Que si le calcul seul peut quelquefois nous 
offrir une vérité nouvelle, il ne faut pas croire que sur ce point même 
l'esprit n'ait plus rien à faire; mais, au contraire, il faut songer que, eette 
vérité étant indépendante des méthodes ou des artifices qui ont pu nous 
y conduire, il existe certainement quelque démonstration simple qui pour- 
rait la porter à l'évidence; ce qui doit être le grand objet et le demiw 
résultat de la science mathématique. 

Qu'on me pardonne ces réflexions^ que je fais, j'ose le dire, dans Tunique 
intérêt de la science. Je connais le caractère propre et distinctif de l'ana- 
lyse algébrique, et je pourrais même dire avec précision en quoi cet art a 
pu perfectionner la logique ordinaire du discours; je sais tout ce que les 
bons esprits doivent au calcul, mais je tâche d'éclairer ceux qui se trom- 
pent sur la nature de cet instrument, et en même temps de prévenir l'abus 
que d'autres en peuvent faire en profitant de cette illusion même. Car, 
sitôt qu'un auteur ingénieux a su parvenir à quelque vérité nouvelle, n'estril 
pas à craindre que le calculateur le plus stérile ne s'empresse d'aller vite 
la rechercher dans ses formules, comme pour la découvrir une seconde 
fois, et à sa manière, qu'il dit être la bonne et la véritable ; de telle sorte 
qu'on ne s'en croie plus redevable qu'à son analyse, et que l'auteur lui- 
même, quelquefois peu exercé, ou même étranger à ce langage et à ces 
symboles, sous lesquels on lui dérobe ses idées, ose à peine réclamer ce 
qui lui appartient, et se retire presque confus, comme s'il avait mal inventé 
ce qu'il a si bien découvert? Singulier artifice, que je n'ai pas besoin. de 
caractériser davantage, mais qu'il est bon de signaler comme un des plus 
nuisibles aux progrès des sciences, parce qu'il est sans contredit un des 
pliiis propres à décourager les inventeurs I 

Mais je n'étendrai pas plus loin ces réflexions : et si le peu qu'on a dit 
est assez sensible par les exemples qui précèdent, on le verra se confir- 
mer encore par ceux qui pourront suivre. 
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Des deux courbes que le pôle instantané de rotation décrit à la fois 
dans le corps et dans Vespace, 

Dans cette image si daire jque nous avons donnée de la rotation des 
corps, on voit sur-le-champ toutes les circonstances et toutes les variétés 
que ce mouvement peut offrir, et Ton est conduit comme par la main aux 
opérations et aux calculs qu'il faut faire, si l'on veut en mesurer toutes les 
différentes affections. 

Et d'abord, cette suite de points par lesquels l'ellipsoïde central du 
corps vient se mettre en contact avec le plan fixe du couple d'impulsion, 
étant considérée sur la surface de l'ellipsoïde, y marque la route du pôle 
instantané dans l'intérieur du corps; et ces mêmes points, étant considérés 
sur le plan fixe, y marquent sa route dans l'espace absolu. On peut donc 
déterminer sur-le-champ ces deux lignes courbes, et les considérer comme 
les bases de deux surfaces coniques de même sommet, dont l'une, mobile 
avec le corps, roulant sur l'autre qui est fixe dans l'espace absolu, donne- 
rait à ce corps le mouvement précis qui l'anime. 

Pour trouver la première courbe, il n'y a donc qu'à chercher la suite 
des points où l'ellipsoïde serait touché par un plan mobile qui resterait 
toujours à la même distance du centre de cet ellipsoïde; ou, ce qui est la 
même chose, qui toucherait à la fois cet ellipsoïde et une sphère concen- 
trique d'un rayon égal à la distance donnée. 

Tandis que ce plan trace sur l'ellipsoïde la route du pôle instantané, on 
pourrait remarquer qu'il trace sur la sphère la route que le pôle du couple, 
qui est fixe dans l'espace, parait décrire dans l'intérieur du mobile; c'est 
une autre courbe du même genre, et que nous aurons aussi l'occasion de 
considérer. 

Mais, pour ne parler ici que de la première, on voit donc que cette 
courbe est un ovhe fermé, à double courbure, qui a, comme l'ellipse, guatre 
sommets principaux où elle est divisée en quatre parties égales et sy- 
métriques ; espèce de roue elliptique dont l'axe ou Vessieu est toujours, 
ou le rayon majeur, ou le rajron mineur de l'ellipsoïde central, selon que 
le rayon de la sphère est donné plus grand ou plus petit que le rayon 
moyen de cet ellipsoïde. Cet orbe à double courbure se projette en une 
ellipse entière sur le plan perpendiculaire à celui des deux axes qui lui 
sert d'essieu, en un arc d'ellipse sur l'autre plan , et toujours en un aro 
^hyperbole mx le plan perpendiculaire à Xaxe moyen. 



3aO THÉORIE NOUVELLE 

Les quatre sommets de cet orbe sont les points où le rayon vecteur, et, 
par conséquent, la vitesse angulaire de rotation, atteintses valeurs maxima 
ou minima; et l'on peut remarquer que le maxiiflum a toujours lieu quand 
le pôle instantané passe aux deux sommets qui tombent dans le plan prin- 
cipal moyen de Tellipsoïde; et le minimum, quand il passe aux deux autres 
sommets de la courbe. 

La seconde courbe, pouvant être considérée comme tracée par celle-ci 
qu'on ferait rouler, autour du centre, sur le plan fixe du couple, est donc 
une courbe pleine, qui circule autour de la projection de ce centre, en for- 
mant des ondes égales et régulières, correspondantes aux arcs égaux et 
symétriques de l'orbite roulante qui la produit : c'est une espèce de courbe 
circulaire, mais d'un rayon variable et périodique, et qui serpente ainsi à 
l'infini entre deux cercles concentriques dont elle va toucher alternative- 
ment Tune et l'autre circonférence. 

Si Tangle au centre, qui répond à deux sommets consécutifs de ces ondes 
équidistantes, est commensurable avec quatre angles droits, la courbe se 
ferme après un certain nombre de révolutions ; et le pôle instantané qui 
la décrit revient au même lieu et dans le corps et dans l'espace tout à la 
fois. Mais, dans le cas contraire, la courbe ne se ferme point, et le pôle, 
qui revient toujours périodiquement au même lieu dans le corps, ne peat 
jamais revenir en même temps au même lieu dans l'espace. 

Telles sonC les deux courbes décrites par le pôle instantané, l'une dans 
l'intérieur du corps, et l'autre dans l'espace absolu. Et quoique ces courbes 
soient de formes si différentes, comme c'est nu seul et même point qui 
décrit à la fois l'une et l'autre, leurs équations prises entre le rayon vec- 
teur et la longueur de l'arc décrit sont exactement une seule et même 
équation. 

Le cône roulant, à la surface duquel la première courbe sert de base, 
est simplement un cône droit du second degré; mais le râne fixe sur lequel 
il roule est un cône transcendant dont la surface ondule à l'infini autour 
de l'axe fixe du couple : c'est aussi une espèce de cône droit et circulaire, 
mais dont la surface serait, pour ainsi dire, cannelée suivant le contour 
régulièrement ondulé de la courbe qui lui sert de base. 

Des noms qu'on pourrait donner à ces ileux courbes. 

On sait qu'un corps pesant, projeté comme on voudra dans l'espace, 
tourne sur son centre de gravité, exactentent de la même manière que s'il 
était libre de toute pesanteur. On voit donc que les courbes remarquables 
dont il s'agit sont deux courbes que la nature nous offre à chaque instant 
dans le mouvement des projectiles, et qu'ainsi chacune d'elles mériterait 
d'avoir un nom, aussi bien que la courbe qui est décrite danS l'espace par 
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le centre de gravité, et qui s'est trouvée la même que la section conique 
déjà nommée la parabole. 

Je proposerais donc de donner à ces deux courbes le nom de polodies, 
en appelant la première, qui est décrite dans Tintérieur du corps, la polo- 
die relative; et la seconde, qui est décrite dans l'espace, la polodie abso- 
lue. Ou, si Ton aimafit mieux les distinguer par leur forme particulière, 
on donnerait à la première courbe, qui èsX un orbe elliptique enfermé, le 
simple nom de polodie ; et à Tautre^ qui est plane et ondulée, celui d'À?r- 
polodie, afin de rappeler, avec l'idée du p&le qui la décrit , la propriété 
qu'elle a de serpenter en circulant autour d'un même centre fixe, ' 

Variétés qiœ ces deux courbes peuvent offrir dans certains cas 
particidiers, 

. Ces deux courbes ne dépendent, comme on voit, que de quatre données, 
savoir : les trois demi-axes ou rayons jmncipaux de Tellipsoïde central, 
lesquels sont toujours donnés par la nature du corps; et ensuite la hau- 
teur du centre au-dessus du plan tangent du couple, laquelle eàt donnée 
par la direction du couple d'impulsion. 

Cas singulier ou lé polodie devient une ellipse, el Vherpohdie une. 

spirale. 

Dans le cas singulier où cette hauteur serait donnée précisément égale 
à la longueut du rayon moyen de l'ellipsoïde, la polodie devient une ellipse 
dont le plan passe- par ce rayon moyen; et alors Vherpohdie devient une 
spirale, laquelle, considérée dans toute son étendue, est en quelque sorte 
une spirale double; je veux dire qu'elle a un sommet, à gauche et à droite 
duquel elle jette deux branches égales qui vont en sens contraires tourner 
en spirales autour d'un même centra fixe : centre dont elles s'approchent 
sans cesse, et de plus près que tout ce qu'on voudra, comme d'un 7701/1/ 
asymptotique qu'elle? ne ;peuvent jamais atjteinàre. Dans ce cas singuliep 
du mouvement des corps, le pôle instantané de la rotation est donc? un. 
point toujours nouveau et dans le corps et dans l'espace absolu, quoique 
la longueur de la spirale décrite soit finie et tout au plus égale à la demi- 
. circonférence de l'ellipse roulante qui la produit. 

Cas particuliers ou elles se réduisent à un point. 

Si la distance du centre au plan tangent est donnée égale à l'un de^ deux 
rayons* extrêmes de l'ellipsoïde; comme cela ne peut arriver qu'en un seul 
point de la surface, la polodie et l'herpolodie se réduisent toutes deux à 

ai 
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un seul et même point, et le pôle instantané reste immobile et dans le 
corps et dans l'espace pendant tout le cours du mouvement; et la même 
chose aurait encore lieu dans un cas unique (afppartenant au cas singu- 
lier qui précède), celui où le plan du couple serait donné tangent au point 
précis qui fait le pôle moyen de Tellipsolde central ^u corps. 

Ccîs particulier relatif à. Pespèce du corps, et où les deux courbes 
depiinnent des cercles, .; 

Enfin, si le corps est de l'espèce de ceux qui ont deux de leurs mo- 
ments principaux d'inoftie égaux entre eux, auquel cas rellipsoïde cen- 
tral est de révolution, la polodie devient un cercle autour de Taxe de ce 
sphéroïde, et Therpolodie est un autre cercle autour de Taxe fixe du couple. 
Dans tous les corps de cette espèce, le mouvement est celui d'un c^ne 
droit à base circulaire qui roule uniformément sur un autre cône fixe éga- 
leovBnt droit et circulaire. C'est un des cas les plus simples xiu mouvement 
,de rotation, mais où il faut pourtant remarquer que, si les circonférences 
des deux cercles dont il s'agit ne sont point conymiensurables entre elles, 
ce qui arrive le plus généralement, le pôle instantané ne peut jamais reve- 
nir en un point qui tombe à la fois au même lieu dans le corps et au même 
lieu dans l'espace absolu. 

Il est inutile de parler du cas Je plus simple de tous, de celui où l'el- 
lipsoïde central du 'corps est une sphère parfaite : car, de quelque manière 
que le couple soit appliqué, l'axe de la rotation et celui du couple 6e con- 
fondent, et le pôle instantané reste immobile dans le corps et l'espace 
absolu. 



Vitesse du pôle, soit pour décrire ces deux courbes, soit pour s'approcher . 
où ^'éloigner du centre, soit pour circuler autour de Paxe fixe du 
couple y etc. • • 

Après avoir examiné la naturQ de Ces deux courbes décrites "par le pôle, 
et dont-Téquation différentiella est la même entre l'arc et le rayon Vecteur 
émané du centre de l'ellipsoïde, on peut considérer la vitesse avec laquelle 
c^ pôle instantané décrit à la fois l'une et l'autre; fa vitesse qu'il a poui; 
s'éloigner ou se rapprocher du centre, ce qui est \à fluxion ùm irayon vec- 
teur, et , par conséquent , de la vitesse angulaire de' rotation ; on peut 
chercher le mouvement angulaire du pôle autour de Taxe fixe du couple . 
d'impulsion, etc. Il est donc facile de déterminer les "points remarquables 
où ces différentes vitesses passent à \q\xt maximum ou minimum; et 
e'efet ce qui arrive aux sommets alternatifs des ondes de l'herpolodîe. 

On pourra simplifier ensuite l'équation de l'herpolodie, en la rapportant 
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à un rayon vecleur émané de son propre centre, pris dans le.plan même 
de là courbe, et à l'angle que ce rayon décrit autour du même centre, etc. 
Et toutes ces expressions n'auront aucune *difl&culté.* ' * 

Détermination du lieu où le coYps arrive au houjt dPwn temps dorme, 

Ënfiti, si'l'on vevt trouver les formules par lesquelles on puisse calculer 
le lieu du corps au bout d'un temps donné, on commenc^a par.détermi- . 
ner la* vitesse angulaire de rotation éa. fonction du temps, ce qui se fera 
par une première .intégration, et donnera'le lieu, du pôle instantané à la 
surface de 'l'ellipsoïde central. Ensuite on intégrera l'équation précédente 
de l'herpolodie, ce qui donnera le lieu du pôle sur le plan fixe du CQuple. 
. Et par ces deux quadratures^ qui ^ rapportent naturellement aux trànsr. 
vendantes elliptiques y on pourra dire que le problème proposé, est eniié-. 
rement résolu; je veux dire qu'on sera en état di'assigner actuellement le 
lieu de V espace ou doit se trouver le corpsi au bout d^un temps quelconque 
donné. En effet, on' n'aura qu'à supposer l'ellipsoïde mis en contact avec 
le plan fixe, de manière qu'il touche par le point qu'on vient de déterminer 
à sa surface, et au point qu'on vient de déterminer sur .le plan dont il 
s^agit; et par cette opération, l'ellipsoïde central, et, par conséquent, le 
corps lui-même se trouvera posé dans le lieu précis de Tespace.'où il^rrive 
par sen mouvement naturel au' bout du temps donné. 

On peut varier ces déterminations de plusieurs manières, en prisnanf 
d'autre inconnues relatives à la position du corps; mais, quelles .qu^ soient 
les coordonnées qu'on emploie, l'expression de ce6 quantités en fonction 
du temps demandera, toujours deux intégrations qui dépendent esseQti^l- 
lement des transcenkantes elliptiques* • .'*••, 

I>ans le cas singulier où la hauteur du centre au-dessus*du plaiv fixe est 
égal au- rayon moyerr de l'eUipsoïde, et où, par conséquent, la polodie de- 
vient une simple eUipsCy et l'herpolodie une spirale, la difificulté' s'abaisse j 
tout se réduit aux règles ordinaires, et ne dépend que des expon0t?fielles 
ou des logarithmes, * . 

Enfin, pour tous les corps où l'ellipsoïde central est 4^ révolution ^ et 
où, par conséquent, tout devient uniforme et: circulaire , on n'a besoin 
d'aucune intégration pour déterminer le lieu du corps au bout d'un temps 
donné. % • . 

Propriétés des trois axes principaux du corps, relatives à la stabilité 
de la rotation. 

Quanti le plan du couple d'impulsion est tel, que le pôle instantané tombe 

sur l'un des pôles principaux do l'ellipsoïde central, il y reste toujours; 

• de manière que l'axe instantané, l'axe du coçps et cebii du roupie ne ers- 
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sent de se Confondre en une seule et même droite immobile dans tout le 
cours du mouvement. Les axes principaux du corps sont donc tous trois 
des axes permanents de rotation; mais il y a entre eux, comme on* le sait, 
une différence remarquable sous le point de vue de la stabilité que chacun 
de ces axes peut'offrir dans la rotation du corps. 

Si le pôle instantané tombe actuellement au pôle majeur ou au pôle 
mineur de Tellipsoïde, et que par Timpulsion de quelque petit couple 
étranger, il vienne à en être écarté à une petite distance, il ne s'en Soi- 
gnera guère davantage, parce qu'il décrira sa -polodie autour de ce pôle 
même du corps d'où il a été écarté. Mais il n'en est pas de même quand 
le pôle instantané tombe au pôle/wo/ew de l'ellipsoïde ; car, pour peu qu'on 
le décange, il s'en éloignera davantage, s'en allant alors décrire sa polodie, 
soit autour du pôle majeur, soit autour du pôle mineur, selon que ce dé- 
rangement accidentel du pôle instantané aura fait' augmenter ou diminuer 
la distance du plan tangent du couple au centre de l'ellipsoïde. Et si ce 
dérangement est tel, que cette distance n'ait pas varié, ce qui arrive à la 
surface le long de deux ellipses singulières qui se croisent au pôle moyen, 
le pôle instantané ira décrire l'ellipse singulière sur laquelle on l'aura porté, 
ou p]utôt la moitié de cette ellipse, pour aller retomber sur le pôle moy^n 
opposé de l'ellipsoïde, ce qui est le plus grand dérangement qui puisse 
arriver an 'corps : ou bien, si le pôle instantané était pocté sur l'autre moi- 
tié de la même ellipse, il reviendrait aussitôt au pôle moyen d'où* il est 
parti, ce qui est le plus petit dérangement pgssible de la rotation du corps, 
n y a donc ici un cas unique où l'axe instantané de rotation, étant 'écsûlé 
de Vaxe moyen où il était d'abord, non-seulement ne s'en éloigne^ pas da^ 
vantage, mais même s'en rapproche aussitôt, et de plus près que tput ce 
' qti'on voudra. Mais, dans tous les autres cas, il va décrire un cônejellip- 
tique, soit autour de l'axe majeur, soit autour de l'axe mineur, ou tracer 
le plan de l'une ou de l'autre des deux ellipses ^ngdlières dont j'ai parlé : 
et l'on peut dire que la rotation du corps autour de son ojce moyen n'a 
point de stabilité. 

La rotation n'est donc stable qu'autour, de l'axe du plus grand ou du 
plus petit moment d'inertie du corps : mais il n'en faut pas conclure qu'elle 
soit également stable pqur ces deux axes; car, si l'un d'eux diffère peu de 
l^îaxe moyen, il n'aura guère plus de stabilité que l'axe moyen lui-même, 
comme on va le voir tout à l'heure. 

De ce 'qui fait la mesure de la stabilité pour cfiacun des deux axes 
extrêm'es de Vellipsoïde central. 

Pour se .faire une idée nette de cette stabilité, et de ce qui en fait ep 
quelque sorte la mesure pour chacun de ces deux axes, imaginez la surface, 
de l'ellipsoïde comme coupée en quatre parties ou fuseaux elliptiques par 
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les deux ellipses que j'ai considérées et dont les plans se coupent suivant 
Taxe moyen. Le pôle moyen est doncà Tintersection de ces deux ellipsei,; 
le pôle majeur est au centre de l'un des deux fuseaux, et le pôle mineur 
au centre du fuseau supplémentaire. 

Or, en premier lieu, si le pôle instantané de la rotation tombe au pôle 
moyen de l'ellipsoïde, il est clair que, pour peu qu'on le déplacé, il va tom- 
ber dans l'un ou l'autre des deux fuseaux dont il s'agit, et décrire son orbe 
ou sa polodie autour de l'un ou de l'autre pôle principal de l'ellipsoïde : 
ou bien, si on le déplace sur une des deux ellipses mêmes, il va décrire la 
moitié dfe cette ellipse pour retomber sur le pôle moyen opposé; ou, s'il 
est porté sur l'autre moitié de la môme ellipse, il revient aussitôt au pôle 
moyen même d'où on l'a écarté. Q'où il résulte, comme on l'a dit ci-dessus, 
que,Ti6rs de ce cas unique de déplacement, l'axe moyen du corps n'a aucune 
stabilité. ' 

Actuellement, si le pôle instantané tdmbe sur le pôle majeur de l'ellip- 
soïde, il peut être déplacé, coihme on voudra, dans toute l'étendue du 
fuseau environnant, sans cesser de décrire sa polodie autour du même pôle 
majeur : et si c'est en ôela qu'on fait consister la stabilité de l'axe majeur, 
on peut 'dire que la grandeur de ce fuseau en est en quelque sorte la me- 
sure. Et l'on voit de même que l'étendue du fuseau supplémentaire est la 
mesure de la stabilité de la rotation autour de l'axe mineur. Or, si l'un 
de ces deux axes diffère peu de l'axe moyen, le fuseau qui lui répond est 
très-petit, et le fuseau supplémentaire est très*grand. L'axe peu différent 
de i'àxe moyen a donc très-peu de stabilité, et l'autre axe en a beau- 
coup. Il .n'est donc point exact de dire, comme on le fait d'ordinaire, que 
si Taxe instantané est un peu écarté de Taxe principal qui repond au plus 
petit, ou au plus grand moment d'inertie du corps, il s'en éloigne très-peu 
et ne fait que de petites oscillations pendant toute la durée du mouvement. 
Car si le moment d'inertie relatif à cet axe diffère peu du moment moyen, 
le pôle instantané, par un petit dérangement, peut sortir du petit fuseau 
où il est actuellement, pour tomber dans le fuseau voisin et y aller décrire 
sa polodie autour de l'autre axe ; ou même, s'il n'est déplacé que dans 
l'intérieur du petit fuseau qui lui répond , il peut y décrire une polodie 
étroite et fort allongée, et, par conséquent, faire de très-grandes oscillations 
autour du pôle principal d'où on l'a écarté. 

Dans les corps où l'un des moments extrêmes d'inertie diffère peu du 
moment moyen , et, par conséquent , où l'ellipsoïde central du corps est 
presque de révolution autour de l'un de ses axes, la stabilité de la rota^ 
tion n'est donc vraiment assurée que pour cet axe. C'est le cas de la terre, 
dont la rotation est très-stable autour de son axe actuel, et le serait très- 
peu autour du troisième axe qui, comme on le sait, diffère très-peu de 
l'axe moyen. 
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* Mouvement des axes principaux du corps dans P espace absolu. 

Nous avons considéré le mouvement du pôle instantané de rotation, et 
dans le corps, et dans l'espace : mais on pourrait demander quels, sont les 
mouvements des pôles mêmes de Pellipsoïde central ; leurs vitesses pour 
circuler de Taxe fixe du couple d'impulsion, pour s'abaisser ou se relever 
sur le plan perpendiculaire à cet axe, ce qui donne leurs mouvjements na- 
turels de précession et de nutation. On peut examiner la nature et les 
propriétés des trois courbes, ou herpolodies, que les projectionB de ces 
trois pôles principaux tracent en même temps sur le plan fixe, etc., etc., 
et l'on trouvera de la manière la plus facile beaucoup de propriétés cu- 
rieuses sur le mouvement des corps. ' ' 

Et par exemple, je suppose qu^on prenne, sur les trois 'axes principaux 
du corps, et à partir du centre, trois lignes de même longueur; si, pen- 
dant le mouvement du corps, on regarde hss trois secteurs que leurs pnh 
Jections décrivent sur le plan du couple, on trouvera que la sqmnte de ces 
trois aires variables est proportionnelle au temps, * 

Que si, au lieu de prendre, sur les axes principaux, trois lignés égales, 
on prend trois lignes proportionnelles aux racines carrées des moments 
d^inertie, ou à ce que je nomme les BRAS DE l'inertie du corps autour des 
mêmes axes, on trouvera que la somme des aires tracées par les projec- 
tions de ces lignes inégales est aussi proportionnelle au temps. 

Théorèmes simples et en quelque sorte géométriques, qu'il faut distin- 
guer du théorème dynamique sur les aires tracées par tous les ray.ons vec- 
teurs menés aux molécules du corps, quoiqu'il soit facile de rapprocher ces 
expressions, qui viennent au fond du môme principe. 

On trouvera des théorèmes analogues relatifs aux mouvements de nuta- 
tion des trois axes principaux du corps, vers le plan fixe du couple d'im- 
pulsion. Et, en effet, si Von considère les trois pôles principaux de P ellip- 
soïde central, on verra que la somme des carrés de leurs distances à Paxe 
du couple est constante; 

Et que la somme de. ces carrés multipliés respectivement par les mo- 
ments dP inertie du corps est aussi constante dans tout le cours du mouve- 
ment. 

Enfin, si l'on considère les courbes décrites par les projections de ces 
pôles fiur le môme plan fixe, on verra que ces courbes sont du même genre 
que l'herpolodie décrite par le pôle instantané de rotation* 

Dans le cas général, celui des deux pôles, majeur ou mineur, qui fait le 
centre de la polodie, déc it une courbe qui forme, comme l'herpolodie, 
(les ondes égales et régulières autour du môme contre. Les sommets supé- 
rieurs do l'une répondent aux sommets supérieurs de l'autre, et les infé- 
rieurs aux inférieurs. Pendant ce temps, les deux autres polos décrivent 
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aussi des courbes régulièrement ondulées : mais, quand Tun passe aux 
sommets supérieurs de sa courbe, Tautre passe aux sommets inférieurs 
de la sienne ; et cela, à un angle droit de distance l'un de Tautre. 

Dans le cas singulier où la polodie est une ellipse et l'herpolodie une 
spirale, W pôle moyen du corps décrit aussi une spirale qui va sans cesse 
en se rapprochant du centre, et de plus près que tout ce qu'on voudra, 
sans pouvoir jamais l'atteindre : les deux autres pôles décrivent aussi des 
spirales, mais en quelque sorte dlune autre espèce ; car chacune de ces 
spirales, au lieu de s'approcher du centre, s'en éloigne depuis une cer- 
taine distance minimum jusqu'à une distance maximum qu'elle ne peut 
jamais atteindre ; de sorte qu'elle va sans cesse en s'épanouissant vers une 
circonfécence de cercle qui en est comme l'asymptote. 

On peut faire encore une remarque curieuse sur ce cas singulier du mou- 
vement- des corps : c'est qu'il y a dans le plan moyen de l'ellipsoïde cen- 
tral un certain diamètre qui a cette propriété remarquable de rester tou- 
jours perpendiculaire à l'axe fixe du couple d'impulsion, de décrire ainsi 
le plan*méme de ce couple, et de le décrire d'un mouvement uniforme; de 
sorte que tout le mouvement du corps consiste à tourner sur ce diamètre 
singulier avec une vitesse variable, tandis que ce diamètre décrit unifor- 
mément un cercle dans P espace. 

Quand l'ellipsoïde central est de révolution, le pôle de la figure décrit 
un cercle, comme le pôle instantané. Dans ce cas, il n'y a, à proprement 
parler, d'autre pôle que celui qui fait l'extrémité de l'axe du sphéroïde : 
mais si l'on voulait en marquer arbitrairement deux autres sur l'équateur, 
à un angle droit de distance, et considérer les deux courbes que leurs pro- 
jections décrivent, on aurait deux courbes parfaitement égales, mais non 
point circulaires : ce seraient deux herpolodies égales autour du même 
centre, et dont les sommets de noms différents seraient toujours à un angle 
droit de distance l'un de l'autre. 

Nous aurions encgre à présenter de nouvelles propriétés et de nouvelles 
images de la rotation des corps. Et par exemple, il est aisé de voir que ce 
mouvement est de teUe nature, que V ellipsoïde central se trouve coupé sans 
cesse par le plan fixe du couple d^impulsion suivant une ellipse dont la 
forme varié , mais dont la surface demeure constante dans tout le cours 
du mouvement. 

De .sorte que, si l'on se représentait l'ellipsoïde central du corps comme 
plongé dans un fluide sans résistance, dont ce plan fixe serait le niveau, 
on pourrait dire que, pendant le mouvement du corps, la section à fleur 
d'eau reste toujours de même grandeur. 

Et de là on peut passer à une nouvelle image du mouvement du corps, 
et le représenter par celui (Fun cône elliptique qui roide sur le plan même 
du couple dUmpidsion avec une vitesse \mriable, et qui glisse sur ce plan 
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avec une vitesse uniforme; etc., etc. Mais toutes ces propriétés seront 
développées dans le Mémoire. 

Oq voit combien ces images éclaircissent et rectifient les idées, même 
dans les points les plus élémentaires de la théorie de la rotation des cotps. 
Ceux qui cultivent la géométrie des surfaces du second ordre on tireront 
sans peine une foule de propriétés curieuses sur ce mouvement ; car chaque 
proposition de Géométrie pourra leur donner un théorème correspondant 
en Dynamique. Mais le grand avantage de nos principes est d'ofiTrir des 
démonstrations faciles de ces mouvements de précession et de natation 
des équateurs des corps célestes, du mouvement des nœuds de leurs .or- 
bites, etc. ; de simplifier ainsi, et quelquefois de rectifier ces théories dif*^ 
ficiles, comme on en a déjà vu un exemple dans la détermination de ce 
plan unique et invariable des aires que j'ai nommé Véquateur du système 
du Monde. 



FIN. 
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